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S 1 自然 数 集 与 数 执 函数 

在 递归 本 数论 中 , 我 们 只 以 自然 数 ( 正 整数 及 堆 ) 作为 讨论 的 
对 象 ， 为 什么 要 作 这 个 限制 呢 ? 作 了 这 个 限制 以 后 会 不 会 使 递归 
画 数 窒 的 应 用 范 园 大 大 第 小 呢 ? 我 们 先 来 解决 这 两 个 疑问 . 

递归 画 数 葵 所 使 用 的 主要 方法 ( 序 下 文 的 草 状 式 及 递归 式 ) 是 
从 自然 数 集 的 研 完 而 产生 的 ,直到 目前 为 止 , 它 只 能 使 用 到 自然数 
集 去 ; 即使 推广 , 但 推广 后 的 集合 本 质 上 仍 和 上 自然 数 集 相同 . 因 
此 ,最 好 把 讨论 自 始 至 黎 限于 自然 数 集 , 以 省 却 许 多 有 蚊 糯 .这 便 是 
把 言论 对 象限 于 日 然 数 集 的 主要 原因 ， 

作 了 这 个 限制 后 , 递 轨 丙 数论 的 应 用 范围 会 不 会 大 大 箱 小 昵 ? 
不 会 的 ! 这 可 以 从 下 烈 凡 点 看 出 来 : 

第 一 ,有 了 自然 数 以 后 ， 

整数 可 以 看 作 自 然 数 对 ,如 十 3= (3, 0),， 一 3= (0, 3); 

有 理 数 可 以 看 作 上 自然 数 的 三 元 矢 , 如 

+ 到 = ( 0, 2) ， -去 - (0， 1, 2) 
实 部 虚 部 为 有 理 数 的 复数 可 以 看 作 自 然 数 的 六 元 矢 , 如 


1 1 . 
可 3 $= (1, 0， 2， 0， 1, 3) ; 


实数 可 以 看 作 自 然 数 令 列 ; 

复数 可 以 看 作 自然 数 令 列 对 〈 或 看 作 一 种 特殊 的 日 然 数 令 
列 ) . 

要 把 实数 看 作 自然 数 令 列 ,可 以 采用 下 法 :把 每 一 实数 先 写 成 
整数 加 正 小 数 之 形 ,再 把 小 数 部 分 展 成 二 进 制 小 数 ( 有 穷 二 进 小 数 


2 荞 鞠 
可 化 成 111… 形 ) ,这 时 ,用 撤 列 的 首 丙 项 表示 该 实数 的 整数 部 分 ， 
第 三 项 表示 小 数 点 与 “所 之 轩 “0 的 个 数 , 从 第 四 项 起 ,和 叙 烈 购 每 
项 表示 相 邻 两 个 “二 之 间 “0 ”的 个 数 ， 例如 ,对 于 实数 一 2.2492 
一 一 3 十 0.7508, 把 其 正 小 数 部 分 展 成 二 进 制 便 可 写成 

一 8 十 0.110000000011010001.…， 
故 这 实数 可 用 目 然 数 叙 列 

0, 3, 0, 0, 8, 0, 1, 3，.…, 

来 表示 ;反之 ,自然 数 斤 列 

0, 2, 1, 4, 0, 2, 3, 0, 0, 1, … 
便 表示 下 殉 的 实数 : 

一 2 十 0.0100001100100011101，… 
写成 十 进 制 便 是 一 2 十 0.2785… 

这 样 一 来 ,通常 在 数学 中 所 讨论 的 各 种 数 ,都 可 表 成 自然 数 租 
《自然 数 有 限 令 列 ) 或 自然 数 (无 穷 ) 令 列 .这 是 一 点 也 不 足 怪 的 ， 
因为 人 们 对 各 种 数 的 认识 , 正 是 由 自然 数 出 发 ,一 步 一 步 地 深入 后 
才 认 识 的 .至 于 由 实数 或 复数 出 发 , 进一步 讨论 矢量 、 和 矩 联 、 超 复 
数 系 等 等 , 其 推广 过 程 更 属 显而易见 . 写 们 之 可 以 化 归 到 自然 数 
序 烈 ( 有 穷 或 无 狼 ) 更 是 明显 的 事 了 .因此 , 即使 递归 画 数 花 仅 限 

讨论 自然 数 集 ， 但 这 一 点 也 不 妨碍 它 将 来 应 用 到 数学 各 方面 中 
去 . 

其 次 , 各 学 科 的 研究 过 程 及 其 结果 , 往往 都 可 用 符号 (而 且 是 
有 限 个 符号 ) 来 表示 的 , 一 门 学 科 发 展 越 入 越 成 熟 , 上 则 它 所 使 用 的 
符号 体系 便 越 能 表达 鼓 学 科 的 主要 内 容 .应 用 符号 来 表示 时 , 虽 可 
以 有 种 种 式样 (如 各 符号 之 间 有 高 有 低 、 有 大 有 小 ; 符号 的 排列 亦 
有 让 炉 形 曲线 形 .在 面 形 力 至 立体 形 等 等 ) ,但 我 们 恒 可 以 都 改 用 
直线 形 ( 即 各 符号 工 烈 万 一行 的 形状 ) 求 表示 .这样 , 如 把 各 基本 
符号 看 作 字 母 ( 必 为 有 限 个 ,可 设 为 上 个 ), 把 一 行 间 歼 的 字母 看 作 
“ 字 ”, 那 末 , 各 学 科研 究 过 程 、 对 象 及 其 车 果 都 可 表 成 “ 字 ”. 如 果 我 
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们 把 这 上 大 个 字母 看 作 大 进 制 中 的 天 个 基本 数字 ， 而 把 每 个 “ 字 看 
作 一 个 不 进 制 数字 .这样 , 任何 “学 " 便 对 应 于 一 个 自然 数 . 既然 
各 科 的 研究 过 程 及 糙 果 可 用 “ 字 ” 来 表示 , 著 示 也 就 可 以 用 自然 数 
来 浴 示 了 . 由 此 看 来 ,即使 我 们 把 研究 范围 限于 日 然 数 ,一 点 也 不 
会 影响 递归 西数 答应 用 范围 的 广泛 性 . 

这 里 必须 强调 指出 ,我 们 移 对 没有 轻视 有 理 数 以 及 实数 ,并 没 
有 抹 煞 它们 的 独 了 并 性 及 其 重要 性 ， 也 没有 网 在 任何 情况 下 均 必 须 
把 有 理 数 、 实数 、 复数 等 依 上 壕 方 式 化 归 为 自然 数 后 地 容 前 讨论 . 
我 们 只 是 遂 ， 由 于 递归 画 数 论 所 使 用 的 万 法 本 质 上 最 适用 于 日 然 
数 . 因而 , 对 递归 历数 其 襄 来 , 最 好 只 限于 日 然 数 , 然后 通过 上 壕 
方法 把 递归 两 数论 应 用 到 有 理 数 以 及 实数 芋 方 面 去 ,如果 在 别 门 
学 科 (比如 数学 分 析 ) 中 需要 而 且 可 以 直接 甜 论 有 理 数 及 实数 , 郊 
未 当然 可 以 直接 讨论 而 无 须 先 化 归 为 自然 数 . 即使 在 递归 画 数 论 
中 ,有 时 也 可 以 直接 计 座 有 理 数 及 实数 的 ,这 时 我 们 也 瞩 不 迟疑 地 
从 事 克 楼 计 葵 ,不 过 ,递归 黄 数 论 本 质 上 是 限于 自然 数 的 . 

凡 以 自然 数 集 为 定义 域 及 值 域 的 画 数 叫 做 数论 夯 数 .递归 画 
数论 所 讨论 的 数 旗 限于 自然 数 ， 它 所 讨论 的 画 数 也 就 限于 数论 图 
数 了 ， 因 此 ,下文 的 所 诅 “ 数 ” 便 专 指 自 然 数 , 所 谓 “ 画 数 ” 便 专 
指数 论 画 数 . 至于 推广 商 数 “ 值 域 "为 有 理 数 或 实数 或 复数 , 固 未 
学 不 可 ， 但 使 用 的 方法 与 本 书 的 方法 相距 太 远 ， 故 我 们 不 作 这 类 
推广 ， 


习 是 
1. 试 沪 “ 十 进 ” 小 数 与 “二 进 ” 小 数 互 化 的 法 则 ,并 将 下 列 各 数 由 - -种 进 
位 制 才 示 化 为 另 一 种 进位 制 才 示 : 、 
0.7182; 0.1416; 0.100111; 0.00001., 
2. 试 将 下 数列 所 表示 的 实数 求 出 (误差 不 超过 1074); 
(1) 0, 3, 0, 1, 0, 4, 1, 0, 8, 9, »°°; 
(2) 5， 0， 40， 1, 0， 机 
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S$2 国 数 与 依 奢 元 
通常 数学 书 中 所 说 的 “ 夯 数 ”， 实 际 上 繁 指 两 个 截然 不 同 的 概 
念 , 一 是 依 变 元 (或 因 变 元 ), 又 一 是 由 自 变 元 而 求 依 变 元 的 “ 运 
算 ”. 通常 的 数学 书 中 对 丙 数 所 下 的 定义 是 : 
“车 指定 变 元 2 的 任何 一 个 确定 的 值 ,相应 地 变 元 
Yy 便 有 确定 的 值 , 则 变 元 > 就 叫做 自 变 元 ,而 变 元 
y 就 叫做 变 元 2 的 画 数 ”. 
照 这 里 所 定义 的 “ 郴 数 ”， 便 相应 于 上 述 第 一 个 概念 一 依 变 
元 , 但 是 ,通常 书 里 又 有 ' 反 丙 数 ”的 定义 : 
“车 将 考虑 作 自 变 元 , 将 x 考虑 作画 数 ( 朗 依 变 
元 ), 划 由 关系 y=f (zx) 所 确定 的 画 数 % 一 p (9) 叫 做 
已 知 西数 fo) 的 反 画 数 ,而 f(x) 叫做 直接 画 数 ”. 
照 字 面 解释 ,这 个 定义 是 很 模糊 的 (初学 震感 到 难 懂 也 就 在 于 此 ) ， 
因为 把 zx 考虑 作 依 变 元 从 而 确定 一 画 数 ( 依 变 元 ) p(y) , 这 9 (9) 
不 正 是 2 吗 ? 我 们 只 能 说 w ( 即 9 (y)) 是 f(z) 的 “ 变 元 ”, 那 能 说 
z 是 f(%w) 的 “ 反 画 数 ” 呢 ?车 说 “把 变 元 w 看 作画 数 时 , 变 元 % 便 
是 画 数 f(z) 的 反 画 数 ”, 这 不 更 合 人 莫 胃 其 妙 吗 ? 这 样 定义 的 反 
画 数 ,不 但 无 法 理解 ,而 且 想 非 通常 所 引进 的 “ 反 画 数 "的 概念 ， 事 
实 上 , 上 面 这 句 话 应 该 这 样 来 理解 :“ 如 果 运 算 /为 由 2 求 9 的 运 
算 , 朗 如 果 g=f(z)，, 那 末 , 由 9 求 z 的 运算 pw (这 时 2 一 p (9) ) 便 
叫做 运算 f 的 反 运 算 ”. 因 此, 在“ 反 画 数 ”概念 中 , 所 谓 画 数 实 指 
“运算 ”， 如 昭通 常 书 那 样 ， 把 “ 夯 数 ”看 作 和 “ 依 变 元 ”无 别 , 那 末 
“反面 数 ” 这 名 便 很 难 理 解 了 ， 反 之 , 如 果 我 们 永远 使 用 “ 反 运 算 ” 
一 蛮 , 则 初学 者 必 将 容易 理解 得 多 . 
“ 依 变 元 ”与 “运算 ” 弃 为 两 个 截然 不 同 的 概念 ， 当 然 应 该 加 
以 区 分 ， 在 通常 数学 用 语 中 , 只 有 下 列 各 情形 是 区 别 得 很 清楚 
的 : 
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“加 ”( 运 算 ) 与 “ 谭 ”( 依 变 元 ) 

“ 减 ” (运算) 与 “着 ( 依 变 元 ) 

“ 秉 ” (运算 ) 与 “ 积 ”( 依 变 元 ) 

“ 除 ” (运算) 与 “ 商 “( 依 变 元 ) 
至 于 “和 白 乘 "(运算 ) 与 方 短 ”( 依 变 元 ) ,“ 开 方 "( 运 算 ) 与 “ 方 极 ”( 依 
变 元 ) 已 名 有 混用 的 现象 . 自 此 以 后 , 便 不 作 区 别 了 ,不管 “运算 
或 “ 依 变 元 ” ,都 用 同样 的 术语 ,使 用 同样 的 符号 . 以致 初 学 省 常常 

难于 区 别 . 

最 奇怪 的 是 下 面 这 种 现象 .在 高 等 数学 中 引进 的 符号 都 是 就 


依 变 元 而 引进 的 ,例如 有 关 极 限 .积分 的 符号 (Him、| dz) 等 等 , 但 
求 导数 的 符号 却 有 两 套 :一 套 是 专门 对 依 变 元 使 用 的 ,如 0-、 广 - 
等 , 另 一 套 是 专门 对 而 数 关 系 使 用 的 ,如 “了”、“f1”、“fy” 等 (后 两 
者 通常 写 为 “f。”、“fy”, 这 却 疡 不 是 专 对 依 变 元 使 月 , 又 不 是 专 对 
丽 数 关系 使 用 ,而 是 一 种 旺 不 合理 的 符号 ) .但 是 ,由 于 在 高 等 数学 
中 人 们 已 元 长 期 地 把 画 数 关系 与 依 变 元 泥 用 的 称 故 ， 葛 然 大量 地 
出 现 把 -和 -对面 数 关系 使 用 而 把 “,” 对 依 变 元 使 用 的 现象 , 例如 
下 列 的 式 于 在 高 等 数学 书 或 论文 中 息 不 是 稀有 的 : 


af af a 六 于 全 
外 ,2 (把 如 等 对 画 数 关系 使 用 )， 


(她 十 20)”《 把 “性 对 依 变 元 使 用 ) ， 
这 种 情况 充分 反映 了 目前 在 数学 中 对 “ 依 变 元 与 “两 数 关系 这 两 
为 什么 会 发 生 这 样 的 混淆 呢 ? 对 此 作 一 些 较 群 租 的 探 言 . 
敲 有 夯 数 关系 丰 ( 一 元 )、9 (二 元 ) 、 有 (三 元 ) , 如 果 在 宅 们 的 
变 元 处 分 别 填 以 一 些 表示 数量 的 式 于 (可 为 常数 ,可 含有 变 元 ) ,所 
得 的 精 果 当然 是 一 些 表 示 数 量 的 式 子 ,叫做 这 些 画 数 关系 的 坊 式 ， 
节 叫 做 这 些 画 数 关系 当 变 元 为 这 些 数 量 时 的 值 (无 其 当 卉 以 常 教 


¢ 许 ”次 
时 更 是 这 样 称呼 ) .例如 
f(3), 9(2, 4, h(3, 1,0) 
都 是 填 式 , 宅 们 都 是 各 画 数 关系 在 相应 变 元 处 的 值 ;和 如果 所 卉 的 数 
量 含有 变 元 , 则 卉 式 便 是 一 些 依 变 元 ,例如 
f(8+8), 0(02 w+ty), hlO, wv, 4 二 oy) 
便 是 一 些 依 变 元 .这 些 依 变 元 当然 与 .9、h 有 关 , 但 由 这 些 依 变 
元 持 不 能 确定 责 数 关系 /4、g、. 如 果 我 们 限定 各 挛 元 处 必须 卉 以 
变 元 本 身 ( 不 填 以 复杂 的 式 子 ) , 而 且 不 同 变 元 处 填 以 不 同 的 变 元 
( 共 至 要 求 :第 一 变 元 处 卉 以 vw, 第 二 变 元 处 境 以 xo,…)，, 那 示 所 
得 的 境 式 (它们 为 依 变 元 ) 便 与 原 责 数 关系 一 一 对 应 了 ， 因 此 这 个 
卉 式 便 特 称 之 为 原画 数 关 系 的 命名 式 . 例如 
fm), yl, Lo), hv, Wa, Vs) 
便 分 别 是 画 数 关 系 广 9、 天 的 命名 式 ， 
如 果 我 们 猎 常 使 用 依 变 元 , 那 末 欠 出 一 画 数 关系 后 ,我 们 永 可 
改 用 客 的 命名 式 ( 这 是 依 变 元 ) ， 这 很 容易 作 到 ; 反之 ， 如 果 我 们 猎 
常 使 用 画 数 关系 , 那 末 和 给 出 一 傅 变 元 后 ,我 们 如 想 作 出 表示 相应 的 
画 数 关系 的 符号 却 不 是 很 容易 作 到 的 . 例如, 与 下 列 依 变 元 相应 
的 图 数 关 系 的 符号 却 未 便 作 出 : 
0 二 25 十 8， gvy, vty). 
要 作出 相应 的 画 数 关 和 柔 的 符号 ,只 能 采用 下 法 : 命 
7 一人 2 二 20 二 3， Fl, 一 gg， 2 十 功 . 
这 样 寺 能 勉强 得 出 表示 相应 两 数 关系 的 临时 符号 (了 及 纺 
举例 米 褒 ,如 果 我 们 使 用 -和 、- 二 (它们 是 对 依 变 元 依 用 的 )， 
要 表示 上 两 式 的 导数 可 立即 写成 
-4 (Co2 十 22 十 中 ， gly, s+y), 


但 如 果 使 用 “'” 及 “党 ”等 符号 ,我 们 必须 依 上 法 引入 f 及 8 后 才 
能 使 用 , 即 
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f'(8), Fv, Y) 
表示 上 两 式 的 导数 . 两 相 比 较 , 自然 以 作用 于 依 变 元 的 符号 更 便 
于 运用 . 

因此 , 在 数学 中 几乎 完全 使 用 傅 变 元 而 很 少 使 用 画 数 关 季 . 

即使 创造 了 好 些 表 示 画 数 关 系 的 符号 (如 sin 、log 等 ), 但 使 用 时 

远 只 使 用 它们 的 命名 式 (如 sin w .log w 等 ) ,从 未 单独 使 用 过 
sin、log 这 些 符号 (直到 现在 ,您 怕 还 有 人 鲁 窒 地 认为 :只 有 sin &、 
log2 才 有 意义 ,而 sin 与 log 是 没有 意义 的 1) .如 果 蜂 的 有 人 认为 
sin log 等 只 是 没有 音义 的 符号 ， 那 末 在 数学 界 有 丽 数 关系 与 依 变 
元 相 混 活 的 现象 便 更 是 不 足 怪 了 . 

但 是 ,只 要 读者 注意 一 下 便 可 和 看 到 , f(x, 办 一般 有 两 种 意义 ， 
其 一 是 指 的 某 个 值 (未 定 秆 ), 亦 即 了 在 (%, 阴 外 的 值 , 这 是 将 
了 (x, y) 作为 依 变 元 而 使 用 的 , 作 这 用 法 时 在 “f(x, ”之 前 可 
添 入 “ 值 一 字 , 对 其 中 的 变 元 可 作 代 入 ; 另 一 是 指 作 为 zy 的 画 数 
f(z,9) ,这 时 了 Ge 引 是 作为 命名 式 而 使 用 的 ,这 时 即使 把 f(%, 9) 
改 为 了 仍然 可 以 。 如果 这 时 并 未 突出 责 数 关系 f (例如 , 如 果 
“fw, 扩 ” 为 “和 十 2% 十 Vy ) ， 那 未 总 可 在 它 前 面 加 上 “ 厢 数 ”或 加 
上 “(w, 殷 的 醒 数 ”字样 ,对 其 中 的 变 元 绥 不 可 作 代 大. 就 看 下 列 
各 例 : 

( 直 〈 妇 十 o)2 大 于 100， 放 可 瑶 “ 值 (2 十 四 天 于 100”, 双 可 
作 代 人 得 “(202 十 20) 7 大 于 100”, 故 指 傅 变 元 . 

(2) (gw? 十 2)? 为 四 次 多 项 式 ， 这 里 如 对 vw 作 代 和 天 划 意 义 公 不 
同 了 , 故 指 运算 ( 裔 得 详细 些 应 是 : 相应 于 (ww 十 z)? 的 图 数 关系 是 
四 次 多 项 式 ). 

(3) 加 法 服从 交换 律 、 结 合 律 这 时 “加 法 ”当然 指 “ 运 算 ; 通 
常 又 说 : 图 数 % 十 y 服从 交换 律 、 嫩 合 律 , 但 契 不 能 说 “ 值 2 十 y 服 
从 交换 律 ”. 

(4) “两 正 数 的 和 必 大 于 该 两 数 ,这 里 “和 ”显然 指 依 变 元 ,我 们 
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绍 不 能 说 , “两 正 数 的 加 大 于 该 两 数 ”, 即使 说 “两 正 数 相 加 ”, 也 必 
须 说 “其 和 大 于 读 两 数 ”( 因 只 能 比较 依 变 元 与 自 变 元 的 大 小 ,不 能 
比较 画 数 关系 与 自 变 元 的 大 小 )， 

通过 以 上 各 例 , 读 者 可 以 明白 依 变 元 与 面 数 关 有 的 区 别 了 . 

当然 ,如 果 引 和 太 足 够 的 面 数 关系 符号 , 那 末 使 用 命名 式 来 代替 
图 数 关系 的 方法 是 可 以 和 避免 的 例如 ,对 上 面 所 列举 的 例子 (人 、 
(8) ,可 有 三 种 方法 引入 相应 的 画 数 关系 . 第 一 ,我 们 可 说 : 

QQ) 命 f(@) 一 (w+o)*， 则 下 是 四 次 多 项 式 . 

(8)“-+ ”服从 交换 律 ( 亦 即 加 法 服从 交 搞 律 ) . 
第 二 , 亦 可 仿 数 理 避 元 中 那样 , 引入 记号 “和”, 用 “wf (z)” 表 示 “ 由 
而 计算 了 (w) 的 丽 数 关系 ”, 因 此 可 以 襄 

(2) az(o? 十 o)? 为 四 次 多 项 式 ， 

(3) hoy (w+ 办 服从 交换 律 ， 
但 这 吴 种 方法 , 磷 完 没有 使 用 命名 式 那 么 方便 (这 也 是 数学 中 习 愉 
于 使 用 命名 式 的 原因 ) .第 三 种 方法 见 $4 末 段 (第 18 页). 

数理 还 缉 中 常常 强 炙 夯 数 关系 的 重要 性 ， 认 为 在 通常 数学 书 
中 ,大 量 使 用 依 变 元 符号 而 少 引入 画 数 关系 的 符号 、 大 量 就 依 变 元 
时 夫 而 少 就 两 数 关 系 来 时 论 ，, 这 是 一 种 不 能 理想 的 现象 ， 但 作者 
认为 ,为 便于 初学 者 理解 , 以 及 使 用 方便 起 见 , 使 用 依 变 元 均 比 使 
用 而 数 关系 要 适当 一 些 ， 因此 ,本 书 中 仍然 主要 是 使 用 依 变 元 的 
符号 .就 依 变 元 ( 求 数 ) 而 讨论 ， 但 是 臣 者 必须 牢记 ,在 所 使 用 的 依 
变 元 中 ,有 些 是 指 未 定 值 (这 是 甘 正 的 依 变 元 的 用 法 ) ,有 些 是 指 命 
名 式 (这 实际 上 是 指 运 算 了 ) , 必须 把 两 者 严格 分 清 ， 只 有 在 能 够 
严格 分 清 后 ， 我 们 才 可 以 从 通常 的 使 用 方式 中 获 到 好 处 而 避免 其 
缺点 ， 


习 是 
在 下 列 各 语 旬 中, 吕 些 含 p 的 式 子 是 指 的 依 变 元 ? 哪些 则 指 的 运算 ( 夯 数 
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关系 )? 
1， 台 7"; 当 |r| < 工时 是 收 化 的 , 当 {r| > 工时 是 发 艇 的 ， 
2. 当 |r|<1 时 , 写 m" 的 信 为 了 


工 一 了 “ 
3. (I+ 二 是 对 弟 堆 的 ; (I+ 二 】 是 道夫 夯 数 
4， 因 为 江 十 1 是 递增 丽 数 , 故 民 十 1 永 大 于 0， 


S 3 可 本 楼 矢 义 的 加 数 

定义 一 图 数 可 有 两 种 办 法 : 直接 法 及 派生 法 。 本 节 中 讨论 直 
接 法 . 

直 搂 法 又 可 分 成 三 种 : 表 烈 法 、 赂 示 法 及 直接 烛 出 运算 法 则 法 ， 

第 一 ， 表 烈 法 . 这 便 是 一 一 地 烈 出 自 变 元 的 值 与 相应 的 依 变 
元 的 值 ,写成 一 表 , 用 这 素来 确定 该 丽 数 。 当 自 变 元 的 变 值 只 有 有 
限 多 个 时 , 表 列 法 行 得 通 , 也 最 为 直 捷 ; 但 当 自 变 元 有 无 限 多 个 变 
值 时 , 这 方法 便 行 不 通 了 .本 书 所 讨论 的 画 数 既 以 自然 数 集 为 其 
定义 域 , 故 本 法 是 行 不 通 的 . 

第 二 ， 图 示 法 . 把 自 变 元 的 变 值 作为 横 坐 标 , 依 变 元 的 相应 
的 值 作为 纵 坐 标 ,参照 坐标 系 确定 一 点 ;把 这 样 所 得 的 一 切 点 均 答 
出 ,得 到 一 图 ;用 这 图 来 确定 该 两 数 ， 这 便 是 图 示 法 ， 当 自 变 元 的 
变 域 及 画 数 的 值 域 有 界 时 ,这 方法 是 行 得 通 的 (但 当 变 域 是 到 处 称 
密 时 ,这 方法 只 能 答 出 近 伏 值 而 不 能 葵 出 精确 的 值 ); 当 自 变 元 的 
变 域 或 画 数 的 值 域 无 界 时 , 这 方法 便 行 不 通 。 本 书 所 说 论 的 变 域 
既 为 自然 数 集 , 故 本 法 仍 行 不 道 . 

第 三 ， 直 接 答 出 运算 法 则 法 .这 便 是 谨 接 圾 出 当 答 定 自 变 元 
的 变 值 时 如 何 来 出 依 变 元 的 相应 值 的 方法 ， 例 如, 对 下 列 各 画 数 
便 可 使 用 这 方法 而 定义 : 

(了 2 一 z( 么 汞 数 ) : 画 数 的 值 与 目 变 元 的 相同 . 

(2) To，…，2m) 一 or ( 广 闵 么 责 数 ) : 男 数 的 值 与 第 双 个 


10 绪 前 
变 元 的 值 相 同仁 委 % 委 各) . 
(3) OQ(w) =0 ( 老 丙 数 ) : 画 数 之 值 永 为 0. 
(4) ColYw) 一 a ( 常 值 画 数 ) : 画 数 之 值 永 为 5。 


%， 当 y=0 时 ， 
名 zy-| 0 当 y#0 时. 


0， 当 “w=y 时 ， 
(0) oa -| 1， 当 wy 时 . 
以 上 太 蓓 数 ( 其 实 (1]) 为 (的 特例 ，(8) 为 ( 活 的 特例 , 故 实际 上 只 
四 种 ) 都 是 无 须 “ 计 算 ” 便 可 求 其 值 的 . . 
如 果 芒 者 知道 卓然 数 之 问 的 大 小 关系 ， 那 末 还 可 定义 下 列 面 
数 : 
(7) max(%, y): 其 值 为 x, y 中 之 大 者 . 
(8) min(%w, 2) : 其 值 为 %, y 中 之 小 者 . 
如 果 读 者 更 知道 自然 数 的 大 小 次 序 , 谁 是 谁 的 “后 继 数 ”, 谁 是 
座 的 “直接 前 驱 ”, 那 未 还 可 定义 : | 
(9) Sw (后 继 画 数 ) : 其 值 为 2 的 后 继 数 , 通常 表 为 
rz 一 2 十 工 , 
(10) Dx (前 戏 画 数 ): 其 值 为 2 的 直接 前 驱 , 即 
{2 当 w 关 0 时 ， 
0， 当 %Y=0 时 。 
此 外 , 还 有 若干 个 本 数 是 可 以 直接 定义 的 , 这 里 也 就 不 多 镶 
了 .但 是 总 可 相 借 , 直接 给 出 运算 法 则 的 方法 只 能 对 极 简单 的 画 
数 赴 能 使 用 ， 和 绝 不 能 大 规模 地 使 用 . 因此 ， 要 能 源源 地 造 出 新 画 
数 , 便 必须 使 用 另 一 办 法 一 一 派生 法 . 这 将 在 下 节 计 论 . 


Dw= 


习 题 


1. 已 知 如何 把 一 教 用 十进制 来 表示 。 戴 直 接 定 义 下 列 各 范 数 的 运算 法 
基 : 
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(1) x+y; 
{3) x2; 
(3) [| (= 除 以 y 之 商 , 并 欧 定 | 三]-o); 
(4) rs(xz，2) (人 z 除 以 的 剩余 ,并 狗 定 rs (gz，0) 一 中) 
(5) zx-…y 《从 zw、9 中 大 省 减 去 小 者 所 得 之 盖 ); 
(6) < 《如 果 z 之 y, 它 指 通常 的 4 一 y, 如 果 4%<y, 它 指 0) . 
2. 已 知 如 何 把 一 数 用 其 质 因子 分 解 式 来 玫 示 , 斌 利用 epax(z 的 质 因子 
分 解 式 中 第 a 个 质数 的 赛 指数 ) 而 定义 下 列 各 画 数 的 运算 法 则 : 
(1) wy; 
(2) x” ( 物 定 0°=1); 
(3) dv(x,y) (zy 的 最 大 公物 数 ,但 x%,y 有 一 为 0 时 其 值 为 另 一 数 ); 
(4) lm(x,y) (x,y 的 最 小 正 公 倍数 ,但 zy 一 0 时 其 值 为 0)， 
注意 : 这 里 及 本 节 中 所 引信 的 画 数 都 是 今后 常 使 用 的 ,应 蔷 熟 记 它 们 . 
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上 节 已 辉 看 到 ,能 估 直 接 葵 出 运算 法 则 的 画 数 只 有 密 密 儿 个 ， 
要 能 够 源源 得 出 新 画 数 必须 使 用 派生 法 ， 郎 由 旧 画 数 而 造 新 丁 数 
的 方法 ， 在 派生 法 中 ,我 们 又 可 分 成 两 大 类 : 迁 填 法 与 算 子 法 . 

”如 果 新 责 数 在 某 变 元 租 处 的 值 只 与 各 旧 责 数 在 某 一 变 元 租 处 
的 值 有 关 , 那 未 该 新 苏 数 便 是 使 用 洋 咱 法 而 造成 的 ;如 果 新 画 数 在 
茶 变 元 姐 处 的 值 与 各 旧 责 数 在 某 些 变 元 组 处 的 值 有 关 ( 变 元 粗 的 
个 数 一 般 还 不 是 固定 的 ， 随 新 画 数 的 变 元 的 不 同 而 也 有 所 不 同 )， 
那 末 该 新 阔 数 便 是 使 用 算 子 法 而 造成 的 . 


现在 先 时 论 欠 置 法 . 
数学 中 好 常 使 用 显 式 定义 ( 叉 名 租 成 复合 汞 数 法 ) ,例如 
tp w= Sin% 
COS LT 


便 是 关于 始 么 的 显 式 定 义 ， 如 果 认 为 ， 显 式 定义 只 是 一 种 答 写 ， 
可 有 可 无 ;只 要 我 们 不 怕 麻 类 , 显 式 定 义 可 根本 不 用 . 这 种 说 法 是 
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不 对 的 . 显 式 定义 实际 上 分 聘 步 , 第 一 步 是 迭 人 (或 所 贿 复 合 )， 
由 Wasinw 及 cosw 兴 误 而 得 sinw/cos ww, 第 二 步 是 第 写 , 把 
sin w/cos 2 给 写 为 怒 98， 第 二 步 的 确 可 有 可 无 , 但 第 一 步 却 是 必 
不 可 少 的 。 因为 渤 置 所 得 的 夯 数 sin w/eos x%， 其 性 质 与 原 有 的 三 
个 画 数 y/%、sin %、 tos % 截然 不 同 ， 即使 把 原 有 三 个 画 数 的 性 质 
都 完全 弄 民 了 ,也 仍然 不 能 就 对 新 画 数 sin w/cosw 有 足够 的 认识 . 
应 该 把 sin w/cosw 看 作 是 一 个 道道 地 地 的 新 画 数 , 与 失明 以 前 的 
原 有 三 个 汞 数 是 锭 不 相同 的 这样 看 来 , 迭 爸 必 不 可 少 ,从 而 显 式 
定义 也 必 不 可 少 ， 同 时 也 可 看 出 , 迭 置 应 该 是 显 式 定义 的 主要 内 
容 ( 因 第 二 步 可 有 可 无 ). 今后 便 把 “ 显 式 定义 法 ”与 “过 里 法 "看 作 
是 相同 的 方法 , 并 鞍 称 为 磷 置 法 (在 其 他 书 上 也 叫做 复合 法 、 代 人 
法 等 等 ) . 

渤 置 法 是 有 各 式 各 样 的 ,我 们 把 归 炳 成 如 下 的 标准 形状 
一 一 (m,n) 球 置 法 ， 

定义 ”由 旧 画 数 .Fe 2m) 及 in) (一 1 mm) 
而 造 新 本 数 

h(wi, “， tn) 一 大 (ga (2i， ee oa) ， 0m (V1, … Ln) ) 

的 方法 , 叫做 对 了 及 诸 9 作 (1m, 1) 渤 置 , 或 简称 了 对 诸 gr 作 达 
四. 如 不 明确 说 出 m、n 之 值 时 ,也 可 称 之 为 多 多 迁 置 .这 时 ， 
又 称 为 外 画 数 ,而 芋 9; 称 为 内 函数 . 

如 果 引 和 大 画 数 关系 符号 f 及 雍 9 则 《mm, wm) 泛 锌 亦 可 表 为 
(这 方法 今后 也 轻 常 使 用 ) : 

h=f (gi1, ***, gm) , 


从 而 
用 (oo 一 让 9 gw) (Wi, 0， 
注意 : 在 (mm%) 友 置 中 诸 % 的 变 元 不 俱 个 数 相 同 \ 同 为 2)， 
而 且 变 元 本 身 也 须 完 全 相同 ( 同 为 1,…, 2%w)， 但 是 通常 所 使 用 
的 迭 伟 法 却 不 受 这 样 的 限制 , 因 些 便 出 现 了 各 种 不 同 面 狐 的 
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迭 什 .如 引用 广义 么 画 数 及 常 值 画 数 , 这 些 各 式 各 样 的 迭 辕 帮 可 
以 外 作 (m,n) 渤 兽 的 特例 .下面 举 出 最 简单 最 常见 的 几 种 ， 
第 一 ， 一 处 代 大 (一 处 迭 什 ) 。 它 只 对 旧 夯 数 的 一 个 变 元 作 代 
和 人, 对 别 的 变 元 则 不 变 . 例如 ， 
(也 由 or pp Wm) 及 9 (wi, …，%s) ( 暂 设 8 之 m) 而 作 
h(m1, ws) =f (v1, ,Wry 9 (v1, 9 ls) ， Dipl Wm) 。 
当 引 用 广义 委 画 数 后 , 它 可 看 作 (mw, $) 大 址 : 
h(i, oe) ws) 
=f (Ta °°, Teo-y, 9，TadD Tom) (T1, ***, 2). 
当然 ， 通常 作 代 大 时 ， 9 的 变 元 未 必 包 括 尽 了 一 切 的 m4， …， 
sm， 这 时 便 可 利用 下 法 而 把 它 化 归 为 (m, 由 迭 置 . 
(2) 二 了 81，…， Wm) 及 9 (i,，…, yw) 而 作 
hm, es Wy Wirly Vm, Yi Yn) 
=f (81, 0 Vai, 9 (Ys Yr) Vat1s om) 
(这 里 假定 庄 wi 与 扒 % 无 一 相同 。 如 有 相同 的 ， 则 删 去 其 重复 的 
变 元 )， 这 时 可 先 利用 (%n, m 十 % 一 1) 选 什 而 作出 (下 文章 用 了 各 
m+n—1): 
Gi BI ,Wels Dl Vm Wi, Ys) 
= 0 (Tm, 0， Tmrn_1)) (01， 01 Qn) ， 
于 是 再 作 
h=f (Tn, "Tray, 91 Traty)y, 了 rm) ， 
如 果 在 多 处 作 迭 车 ,而 其 中 国 数 的 变 元 不 尽 相 同 , 则 仍 可 仿 上 
法 化 归 。. 例如 
(8) 由 (ci za， ta) 91 (ou Va)、 goes, 21) 而 作 
h(w1, Wa, Va, Pas 005) =f (91 (m4, La), ga (rs, £1), ta). 
仍 可 先 作 
i=91\Ts4, Ta) ， 
a=9a (Tss, Tsi), 
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再 作 
h=f (9, $2, Tss), 
第 二 ， 特 化 法 . 有 时 不 是 以 画 数 代 人 而 是 用 一 些 数 目 来 代入 
的 .例如 :由 了 (wi1，%2,%a) 而 造 
hi (La, 23) =f (0, va, ws), 
ha (os3) =f (2, ta, 3). 
如 果 引 用 常 值 画 数 OO) 、02(x)、COs(w) ， 则 这 种 迭 置 亦 可 化 妇 为 
(m, m) 兴 时 , 序 先 作 一 个 二 元 老 画 数 : 
O01 (wa, wa) =OTy (Xa, Ls), 
划 
2 Ta1, 12a), 
a=f (C2, IT, O08), 
这 便 化 妇 为 (m， n) 过 置 了 。 

击 此 可 见 , 只 要 有 了 广义 么 画 数 及 常 值 丁 数 , 旭 一 切 闪 冒 都 可 
化 归 为 (ra, n) 泛 置 . 这 便 可 以 看 出 这 两 类 画 数 的 重要 性 了 ,因此 ， 
把 广义 么 医 数 及 常 值 责 数 合 称 严格 本 原 图 数 . 

顺便 指出 , 如果 把 m 看 作 % 个 变 元 $1, …, % 的 画 数 时 , 它 便 
是 广义 么 汞 数 Li;; 如 果 把 常数 4 看 作 % 的 画 数 时 ， 写 便 是 常 值 画 
数 Colw) .同样 ,只 要 引入 广 叉 么 丽 数 及 洪 叶 ,总 可 把 少 变 元 的 画 
数 ( 例 如 1% 元 数 ) 看 作 多 变 元 的 而 数 ( 例 如 ,下 作 m 十 nn 元 图 数 )， 
因此 严格 本 原画 数 的 引 大 是 非常 自然 的 ， 反 之 , 如 果 我 们 无 条 件 
地 把 少 变 元 的 画 数 (包括 变 元 必 本 身 ) 及 常数 都 看 作 多 变 元 的 画 
数 , 那 末 严 格 本 原 汞 数 便 没有 引入 的 必要 . 

如 果 采 用 通常 的 看 法 而 不 引 人 严 格 本 原画 数 时 ， 各 种 迭 伍 便 
不 再 能 够 化 归 为 (m, nm) 沁 置 ,读者 容易 验证 , 各 种 迭 佣 这 时 可 化 
归 为 下 烈 四 种 迭 什 : 

(1) 一 处 复合 . 由 Fo，…，2m) 及 9 ，…, Yn) 而 作出 
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—f (m1, Ves OY, Yn) Pits om) . 
(2) 一 处 特 化 ， 由 了 (wy,，…， zm) 而 作出 
下 
(这 里 w 为 一 已 输 数 值 ). 
(3) 变 元 混同 .由 了 (zw1,…, %m) 而 作出 
h(i es Bi eriy Vm) =f (Vis ,ils Py itl Tm), 
(4) 变 元 对 调 . 由 了 (wi1,…, zm) 而 作出 
h (wi, ， wm ) 
=f (v1, wo, els Wy itl Wily Wey Bylo em) 。 
这样, 讨论 时 便 较 (m, mn) 兴 明 的 讨论 要 复杂 些 . 
另外 , 还 有 一 种 构造 画 数 的 方法 , 表面 看 来 与 兴 钾 截然 不 同 ， 
通常 也 不 把 它 叫 做 迭 蔷 ,但 实际 上 却 完全 可 化 归 为 迭 贰 的 , 那 便 是 
所 请 着 合 定义 (也 时 做 分 别 情形 定义 )， 例 如 
广 (o rn) ， 当 条 件 41(w1,，…, ww) 成 立时 ， 


(0 Ln), 当 条 件 Asa (v1, 四 rn) 成 立时 ， 
无 (21， … ， On 一 


产 (o gm 当 条 件 4x (wi,，…, wrx) 成 立时 ， 
这 里 必须 要 求 族 条 件 41,…， 4 之 问 是 互相 委 尽 且 互 不 可 入 的 ， 
部 对 任 答 的 (c:，…， 2;) 议 来 ， 必 有 一 条 件 且 只 有 一 条 件 4 成立 . 
在 以 后 将 证明 ,不 管 条 件 41,…, 4 如 何 复杂 , 总 可 以 设法 表 成 方 
程 , 郎 永 可 找到 郴 数 9;(w1,…, 2 , 使 
条 件 4(z， …，o) 成 立 , 当 且 仅 当 We ou) 一 0. 

因此 , 现在 便 可 先行 假定 : “条件 44(wi,…, zw) 成 并 换 为 “got， 
“os vn) 一 07”， 

答 把 次 合 定 义 化 归 为 沈 置 ,可 利用 在 $3 答 出 的 max(w, 9) 及 
zwNy 丙 画 数 ， 下 面 把 

max (max (x, Y), 2) 记 为 max(%, y, 2)， 


max (max(z, y, 2), W) 记 为 max(%, y, 2, W), 
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等 等 (这 也 是 习惯 的 记 法 )， 容 易 验 证 ， 

hr, oo, tn) = Inax (fy (Wi, 2) NG1 WI, Wn) ss 

fr 1, «7, tn) Np Ti, ,Pa)), 

这 样 便 放 明 了 : 有 了 max 及 wNy 后 ,上 面 的 次 合 定 义 便 可 化 
归于 涝 置 了 ， 

迭 置 法 是 最 简单 的 造 新 机 数 方法 , 也 是 营 者 最 熟悉 的 方法 ， 
因此 ,不 但 初学 者 容易 仍 略 ' 萎 ,人们 长 久久 来 都 忽略 了 写 (例如 , 认 
为 “ 显 式 定义 不 外 是 其 写 ” 的 人 便 是 把 和 欠 冒 忽略 了 ) .由 上 文 的 分 
析 已 可 看 到 ,和 泛 置 法 有 种 种 不 同 的 面 狐 ,要 把 它 化 归 是 并 非 轻 而 易 
举 的 事 , 化 归 的 车 果 也 因 是 否 引 用 严格 本 原画 数 而 大 不 相同 . 

今后 除 惯用 的 鸥 定 (如 先 乘 除 及 六 ,后 加 减 ) 外 , 我们 均 使 用 
“ 左 结 合 " 移 定 ( 例 如 , nNyNz 指 (zNo)Nz). 

我 们 还 想 指 出 一 点 :在 通常 的 数学 书 中 ,尽管 对 每 个 依 变 元 都 
有 一 个 公式 表示 ,但 对 相应 于 依 变 元 的 画 数 关系 , 却 未 必 有 特殊 的 
记号 表示 . 例如 , 相应 于 2 十 gy, 我 们 有 “十 ”, 相应 于 log %, 我们 
有 “log”, 但 相应 于 log % 十 log 9 的 丙 数 关系 却 没 有 特殊 的 记号 下 
示 . 因此 ,要 提 到 饼 画 数 关系 时 ,或 者 郎 使 用 logz 二 logy (把 它 看 
作 命名 式 ) , 或 者 分 fw, 9g) = log x 十 log y， 从 而 相应 的 画 数 关系 
便 用 了 表示， 足见, 通常 的 数学 书 中 的 符号 体系 是 很 不 完备 的 ， 
有 些 书 中 也 把 mm 元 丽 数 f 与 m 个 图 数 gy 的 迫 革 结果 记 为 f(g1， 
…, gm) ,但 因 相 应 于 上 面 的 画 数 关 柔 不 能 表 成 log 十 log， 故 仍 无 
法 表示 它 . 如 果 应 用 广义 么 夯 数 , 那 末 对 应 于 任何 依 变 元 的 画 数 
关系 都 有 特殊 的 记号 表示 了 .例如 ,相应 于 log % 十 logy 的 画 数 关 
系 便 是 log Ta 十 log Jaa, 这 是 因为 : 

(log Ta 十 log Tas) (2, 9) 一 log Ta lw, Y) + log Tas(%, Y) 
一 log w+ lop y. 
相应 于 别 的 依 变 元 的 画 数 关系 亦 可 同 法 表示 . 因此 ,严格 训 来 , 当 
提 及 画 数 关系 时 完全 不 必 使 用 “ 合 fo, 切 一 ]og xz 十 log y” 这 类 方 
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式 , 也 完全 不 必 使 用 命名 式 ( 它 实质 上 还 是 依 变 元 ) ,命名 式 的 使 用 
实际 上 只 是 下 于 习惯 的 结果 嗣 了 . 


习 是 

1. 就 证 :如 果 不 3| 入 严 烙 本 原 剖 数 , 一 切 迭 置 可 化 归 为 本 节 中 所 列 出 的 
四 种 特殊 迭 认 (可 证 (m, 9 和 迭 蔗 能 够 这 样 化 归 ). 

2. 斌 把 下 列 迭 里 化 归 为 (my 9) 兴 置 (可 使 用 严格 本 原 医 数 ) 及 化 归 为 四 
种 特殊 迭 甘 4 不 许 用 严格 本 原 艾 数 ) : 

(1) h(i, tay Ha) =f (ta, 9091021083)， 和 4，9a0C2177 

(2) hlz1, wa, a) 一 ra， G1CT1, C3), La, 3), 


3. 试 雷 接 答 出 下 列 柄 数 的 运算 法 则 : 


(1) 1 7; (2) 1Nz; 
并 证 1--x==1Nw (以 后 简 记 这 丽 数 为 Wo)， 
(3) N2r; (4) Namax(z, Y); (5) Nmin(%, ); 


并 证 Nimax(x, y)=max(Nw, Ny), 
N?min(w, Y) =min(N2w, N2y). 
4. 验证 下 列 关 系 《〈《[q] 才 示 a 的 整数 部 分 ): 
(1) 2<2% 当 且 仅 当 zy 一 0; 
(2) zy 当 目 仅 当 zy=0; 
(3) 2 为 平方 数 ” 当 且 仅 当 sz-[Vw]?=0; 
(4) zg 为 y 的 倍数 当 且 仅 当 rs (x, 幼 =0， 
5. 试 媳 : 由 正文 中 的 凑合 定义 所 定义 的 泵 数 有 (m1，…, ww,) 亦 可 表 成 : 
h=fNgr tfaNgat*** tfrlN gk. 
6. 斌 把 下 列 的 凑合 定义 化 归 为 迭 贰 : 
户 (cz 当 习 一 轨 时 ， 
人 人 -pe 当 于 v9 时 ; 
filt1, 0) 当 刀 二 辐 时， 
(2) 天 (zi za) 一 4 ja(zi 0), 当 2 一 略 时 ， 
ae 09)， 当 和 > 时 ; 
f1C21), 当 wy 十 wm 为 偶数 时 ， 
Ja 49)， 当红 十 0 非 偶数 时 ; 
f (71), 当 ww1 之 22 时 ， 
g(t 2) 当 X<m9 时 ; 


(3) hr1, ta) 


| 
(9) ze mo 一 
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> . 
(5) hw, wa) 一 后， 当 国 > 和 时 ， 


2， 此 外 ; 
(6) hg1, 12) = | 皇 | 妆 名 为 24 的 倍数 时 ， 
9(z2)， 此 和 外; . 
当 zw 县 jos 形 时 ， 


9(za)， 当 2i 不 呈 jos 形 时 ; 
[vVw]， 当 z 为 平方 数 时 ， 
9(mi; 5 此 外 ; 
h, 当 %wj 呈 不 形 时 ， 
gz za)， 当 2 非 平 石 数 时 ; 
b 当 wi 呈 10? 形 时 ， 

00 Wms 0D) 一 ka, 风 ， 当 忆 非 30 的 方 和 时 

7. 如 果 各 条 件 4; 不 是 互相 穷尽 的 ， 或 者 各 条 件 4; 不 是 互 不 可 繁 的 ， 
间 这 时 次 合 定义 将 如 何 修 改 并 如 何 化 归 为 沈 置 ? 

8. 瞪 证 下 列 各 公式 : 

(1) zsNs=0, rN2w=4, Ny = 2Ny, ON 一 0; 

(2) wsNyNg=%N2eNy; 

(3) 2N CNyINY= 2NeNY; 

(4) wN2(yNs)= 2N2y Ng; 

(5) rN (wvN22) = HN2; 

(6) aN (y+2) =rNyNs; 

(7) NC(aNy)=rNYy, NeN(oNy) = Ng; 


(8) saNy=2" (ly) -[5A1 |=| 1 | 


注意 ; (1) ~ (6) 为 有 关 zNy 的 最 主要 的 公式 ,其余 纯 含 zNy 酌 数 的 从 
式 均 可 由 它们 推出 (配合 以 zV0O=2 及 zwNSy=0). 
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第 二 种 由 旧 责 数 而 造 新 豆 数 的 方法 (派生 法 ) 是 使 用 算 子 ， 上 
节 谈 到 ,使 用 算 子 潜 与 使 用 迭 亿 法 不 同 之 处 在 于 :由 迭 削 法 所 作 的 
新 画 数 ， 抱 在 基 变 元 粗 处 之 值 只 与 各 旧 画 数 在 某 一 变 元 组 处 之 值 
有 关 ; 但 由 算 子 法 所 作出 的 新 丙 数 , 它 在 茶 一 变 元 租 处 之 值 却 与 各 


(8) hw1, Wa) 一 


| 
| 
(7) hw oo =—| “ 
| 
| 


(9) hw1, wa) = 
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加 画 数 在 许多 变 元 组 处 的 值 有 关 ,一般 说 来 ,这 些 变 元 的 个 数 还 是 
可 变 的 ( 即 随 新 琅 数 的 变 元 而 改变 的 ). 

当然 ,既然 当 数 可 看 作画 数 的 特例 , 那 末 , 欠 置 也 可 以 看 作 算 
子 的 特例 . 但 一 般 说 来 , 把 迭 甸 包括 在 算 子 之 中 并 没有 好 处 , 因 
此 , 除 特 别 声明 ,本 书 中 所 谓 算 子 是 不 包括 洋 咽 在 内 的 . 

如 保 由 某 算 了 所 作出 的 夯 数 是 常 值 冰 数 ( 亦 序 蔷 算 子 把 若干 
旧 郴 数 变 艳 数值 ), 则 芯 算 子 称 为 泛 画 .但 在 本 书 中 很 少 使 用 "证 
夯 "这 名 称 ,仍然 通称 为 算 子 . 

算 子 有 好 多 种 , 今后 将 说 和 讨 答 它们 .现在 只 介 烙 最 常用 也 
最 易 理 解 的 琴 种 算 了 ,著者 务 须 先 熟 悉 写 们 .这 是 因为 ,不 仅 它们 
的 用 处 很 大 , 而 且 蔽 悉 它 们 以 后 对 别 的 算 子 也 就 较 易 理解 了 .这 
两 种 算 子 便 是 原始 复 选 式 与 迭 画 算 子 . 

届 有 一 个 画 数 太 e) , 我 们 可 依次 作出 下 列 各 值 : 

fl8), Ff) C=)), FF DSA RP)), 
一 般 ( 狗 定 用 (x) =2)， 
fF" (8)) = (2). 
Pr"(z) 可 以 看 作 依 环 于 % 及 守 的 二 元 画 数 , 说 记 之 为 9g(m, x)， 朗 
发 
gn, 2) =f" (%), 
则 称 gln, 2) 是 由 f(w) 利用 原始 复 迁 式 而 作出 的 ， 如 果 jw) 是 
一 个 复杂 的 公式 ,例如 设 
f (2) 一 好 十 2 十 2 ， 
训 : 
Jo) 一 site 了 (及 一 ii， ( 妇 士 2 十 2) ， 

这 里 中 做 作用 变 元 ( 广 名 直子 变 元 ) 1 ,92 中 做 新 添 变 元 , ” 特 
名 初 值 变 元 ，j( 鸭 叫做 作用 域 . 作 用 域 中 除却 作用 次 元 以 外 的 其 
他 变 元 (如 果 有 的 话 ) 叫 做 基数 . 

必须 注意 :新 画 数 不 依赖 于 作用 变 元 ,而 依赖 于 新 添 变 元 及 参 
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数 ;反之 , 旧 本 数 不依 屯 于 新 添 变 元 ,而 依 顿 于 作用 变 元 及 参数 . 
初学 者 总 以 为 ,新 图 数 yw 2) 是 由 了 旧 画 数 Fe) 利用 返工 而 

作出 的 , 这 是 一 个 很 错误 的 看 法 ， 事 实 上 , 如 末 不 把 % 当 作 变 元 ， 
而 把 允 国 定 , 例如 n=3 或 ng (在 整个 时 论 过 程 中 它 都 固定 未 
变 ) , 那 末 

9(3, ®) =fff (8), 

ga, ®) =—ff*f (0). 


8 个 

它们 的 确 可 以 看 作 由 了 (x) 泛 填 3 次 或 4 次 而 得 (因为 4 自 始 至 悉 
均 固 定 不 变 , 9 (4, 2) 所 依 头 的 旧 画 数 的 值 的 个 数 也 是 加 定 的 )， 
但 当 把 % 看 作 变 元 ( 即 把 gln, w) 看 作 允 与 2 的 二 元 夯 数 ) 时， 
9 mz) 所 依赖 的 旧 阔 数 的 值 的 个 数 ( 共 依赖 于 %\ 个 ) 便 是 可 变 多 个 
的 , 从 而 类 不 能 襄 gn, x) 是 由 了 (%) 利用 失 慎 而 得 ,而 只 能 前 
9m, v2) 是 由 f(w) 利 用 原始 复 淡 式 而 得 . 

通常 , 有 好 些 书 引 用 下 询 的 记号 , 即 引 入 不 标 出 (作用 、 新 添 ) 
变 元 的 算 子 a (相当 于 我 们 的 “ 种，) 而 记 为 

gn, 2) 一 ac) 

从 这 记号 看 来 , 似乎 9g(n, w) 只 依 驰 于 了 在 x 处 的 值 (四 ” 但 
实际 gn, %) 却 依赖 于 % 个 了 值 ， 这 种 不 够 恰当 的 记号 也 常常 使 

原始 复 迭 式 的 应 用 是 很 广泛 的 . 根据 $83 的 习题 ,如 果 知 道 一 
数字 的 十 迁 制 表示 法 ， 那 未 可 以 直接 答 出 加 、 乘 等 丽 数 的 运算 法 
则 ,但 这 未 免 太 受 具 体 记 数 法 的 限制 了 .如 果 利 用 原始 复兴 式 , 那 
未 不必 假定 任何 记 数 法 , 亦 可 以 作出 加 法 及 乘法 乃至 乘 方 来 : 

2 十 g 一 GD) ; 
72 一 ,itr {十 如 
(发 命 户 () = 十 t， 则 : 
020 一 jz(0)， 
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wi1=fi(0) =—%+0, 
v2=—f5(0) =fofi0=2- (2+0), 
v3=fa(0) =fsfrfr0—2+ (2 十 (v 十 0)), 等 等 ); 


v= itr {2: 他 
所 的 


(因为 ,如 命 (由 = 和 则 ao 1 ?2,8，… 依次 为 及 (1) ,及 (1)， 
foefs(D), fofefell), *…). 
因此 ,常见 的 这 三 个 画 数 便 很 容易 利用 复 迭 式 由 mv 而 深 步 造 
出 来 . 从 这 里 也 可 看 出 复兴 式 的 作用 . 
现在 青 计 葵 达 丙 算 子 . 
设 闪 出 一 个 二 元 画 数 4A (wx,9) ;例如 wy, 或 zy, 或 max(%， 
Y) ,或 min (w, y) 等 等 ; 再 设 有 任意 一 个 一 元 责 数 f(x)， 这 时 利 
用 所 答 的 4(w, y) 及 f(z) 而 造 出 下 列 一 个 新 画 数 : 
g (0) =f(0), 
gD =Ag(0)F(D =AF(0)F (DD), 
9(2) = Ag (1)f (2) = A (0)F (DF (2), 
g(8) = Ag (2)f (8) = A (0)F (1)f (2)f (8), 
一 般 
gnt1)— AgmWf ntl) = A (0)F (Df (nt1). 
显然 , 9(m) 是 依 屯 于 画 数 4 lx, 有 及 Fe) 的 ， 但 在 使 用 时 一 般 
总 是 国定 4 而 把 f(w) 看 作 和 作用 ( 彼 改 造 ) 的 画 数 ， 因此, 我们 引 
人 记号 | 
gn) = Af(e), 
这 里 4 为 作用 变 元 , 而 %w 为 新 添 变 元 , f(z) 是 (在 作用 域 中 ) 鹤 作 
用 的 画 数 ， 新 画 数 ( 序 g(n)) 依 屯 于 痢 添 变 元 (与 作用 变 元 无 关 ) ， 
旧 画 数 了 (2) 依赖 于 作用 变 元 (与 新 添 变 元 无 关 ) ,“ 4” 称 为 迁 丽 
算 子 ,如 更 群 秆 些 , 则 称 之 为 鞭 4 算 子 . 
当 4 为 各 种 答 定 的 责 数 时 ,我 们 便 得 出 各 种 迭 4 算 子 .其 中 
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最 常用 的 有 四 种 ， 
T.， 儿 加 算 子 ( 当 4 为 加 法 时 )， 将 “十 ”改写 为 “ 衬 "， 显 见 
如 00) =f(0) +… 十 fm) ( 即 通常 的 习 ACD)， 
2， 潜 乘 算 子 ( 当 4 为 乘法 时 ). 将 "x” 改 写 为 “IT["， 显 见 
了 了) -7(O) -70D…7Go) ( 即 通 常 的 全 f 的))， 
3， 蔡 大 算 子 ( 当 4 为 max 时 ). 显 见 
max f(D 一 max (fA(0),…, 0D))〈 邹 通常 的 max 了 (). 
4， 泛 小 算 子 ( 当 4 为 moin 时 ) ， 显 见 
min 了 (D 一 min (了 (0) ，…， 了 (mn))( 即 通常 的 min 了 (8))， 
可 见 ,通常 使 用 的 没有 系统 记 法 的 这 些 算 子 ,更 在 已 很 自然 地 焕 入 
渤 画 算 子 这 一 类 之 中 了 . 
显然 ,新 丽 数 9(m) 是 依 顿 于 % 十 1 个 旧 画 数 的 值 (f (0), 了 (1)， 
…， 了 (mn)) 的 , 弃 然 把 % 看 作 变 元 ,这 些 值 的 个 数 便 是 可 变 多 个 的 . 
因此 , 新 画 数 y(n) 决 不 能 由 旧 夯 数 作 送 忠 而 得 , 而 只 能 由 旧 画 数 
根据 算 子 而 得 . 初学 者 往往 以 为 "之 了 人 ” 可 由 f(w) 及 加 法 作 选 
凌 而 得 ,这 是 错误 的 
以 上 是 关于 逃 画 算 于 的 时 论 ， 最 后 , 再 就 一 般 的 算 子 略 作 寻 
识 有 一 算 子 a, 它 把 和 元 画 数 (8w1,…, zm) 改造 成 允 元 画 数 
9 (V1，…, Vn) ， 那 末 可 记 为 
9g (V1, ”3 人 一 亿 f lw1, 9 Op) 。 
《CD Bm) ND Yn) 
亦 可 记 为 : 
9 (Yi, 的 yn) 四 CQ f (v1, ”9 Lm) 


1 Vn) RI" Tym) 


庄 wm 中 做 作用 变 元 , 诸 y 吓 做 新 洪 变 元 , 作用 域 了 (v1,…, zm) 中 
如 果 还 含有 别 的 变 元 ， 则 中 做 参 变 元 ， 这 时 新 画 数 9 (qi, sy Yn) 也 
依 训 于 这 些 参 变 元 . 
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新 闻 数 只 依 革 于 新 添 变 元 及 参 变 元 ， 这 两 种 变 元 合 称 自由 变 
元 . 凡 自 由 变 元 都 可 以 代入 (对 参 变 元 作 代 估 时 须 受 一 定 的 限制 )， 
但 不 能 改名 (改名 序 把 基 变 元 符号 改 为 另 一 个 变 元 符号 ) 。 新 画 数 
不 依 瑚 于 作用 变 示 , 故 作用 变 元 又 名 移 东 变 元 , 凡 狗 束 变 元 均 不 能 
代 大 而 只 能 改名 (把 作用 变 元 改名 时 也 须 受 一 定 限制 )， 因 此 这 两 
类 变 元 的 性 质 是 大 大 不 同 的 . 

代 和 大 与 改名 时 须 受 什么 限制 昵 ? 

参 变 元 与 作用 变 元 同时 出 现 于 作用 域 中 ,但 两 者 的 作用 .两 者 
的 性 质 迎 殊 . 因此 有 一 个 基本 原则 是 : 作用 变 元 与 参 变 元 艳 不 能 
用 相同 的 符号 表示 凡 这 反 这 个 原则 的 做 法 叫做 变 元 混乱 ,应 该 
看 作 是 一 个 错 训 (不 合法 ) 的 行为 . 

因此 作出 下 列 的 限制 : 凡 代入 或 改名 时 ,都 不 能 使 得 参 变 元 与 
作用 变 元 用 相同 的 变 元 符号 来 表示 , 即 必须 防止 变 元 混乱 . 

下 面 以 例子 来 说 明 这 个 限制 的 意义 ， 就 计 论 算 了 于 也 , 设 它 作 
用 于 了 (w, t) , 即 设 

gu, YW = fu, b), 
这 里 t 是 作用 变 元 , n 是 新 添 变 元 , 而 w 是 参 变 元 ， 限 制 是 : 参 变 
元 与 作用 变 元 不 能 同名 . 

如 果 想 对 t 改名 , 那 末 可 改 为 ? (新 变 元 ) 或 改 为 w (与 新 添 变 
元 同名 ) , 但 息 不 能 改 为 常数 (例如 0) 或 任何 复杂 的 式 子 (例如 
v 十 1), 了 世 不 能 改 为 (与 参 变 元 同名 ), 至 于 含 w% 的 复杂 式 子 当然 
更 不 合法 , 即 

gw ®) = Bf 0), gl = Tf 风 
是 合法 的 ,但 : 
gw t= Ef 0), glw = DE fl, otD, 
gl 内 = 到 fo 由， 


等 等 都 是 羽 疆 的 . 
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如 果 想 对 参 变 元 公 作 代 人 ,例如 将 公 代 大 以 0、 将 人 代 大 以 mw， 
将 4 代入 以 涯 十 等 等 , 这 都 是 可 以 的 , 这 不 到 引起 变 元 混乱 , 代 
及 后 便 得 : | 
9(0, ®) = D7(0, D), 
9 (1, Nn) 一 宛 f b),， 
9 0 十 和， 1) = fr 十 和 二 人 D， 
但 如 果 想 对 &% 代 人 以 起 或 代 人 以 售 寺 的 公式 ,如 下 十 4， 却 是 不 
合法 的 , 它 将 引起 变 元 混乱 , 朗 : 
g (i, 2) 一 ft 力 ， 
9 ( 纪 十 和 n) 一 之 f+4, 办 
都 是 对 4 的 错 认 代 入 ， 如果 由 于 问题 需要 ， 必 须 对 4 代 人 以 上 或 
代入 以 售 +t 的 公式 , 那 未 须 先 将 作用 变 元 t 改名 (例如 改 成 候 后 ， 
再 作 代 人 得 
g(t, 1) = ft 2) ， 
9 二 4, 1) 一 f+ 4) ， 
这 才 是 正确 的 车 果 . . 
注意 : 对 新 添 变 元 却 可 以 按 通 常 的 办 法 代 和 人 而 不 臻 引起 变 元 
混乱 , 即 对 新 添 变 元 % 可 代 以 常数 (例如 0) ,复杂 的 式 子 (例如 
2 十 2) ， 也 可 代 以 WW (与 参 变 元 同名 ) 或 1 (与 作用 变 元 同名 ) , 或 
含 世 或 二 的 复杂 式 子 ， 邵 下 烈 对 冯 所 作 的 各 式 代 人 都 是 合法 的 ; 
g0o 0) = Bf lv, ), 
gu, m+2) = Bf lu, ), 
gv, WD — DF, ), 
go 及 一 局 Jo 及， 


等 等 . 
当 作 用 变 元 与 新 添 变 元 同名 时 ,必须 注意 ,这 只 是 两 种 变 元 侦 
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尔 “ 同 名 ”, 实际 上 彼此 人 性质 息 异 , 未 能 看 作 是 “同一 ” 变 元 ,也 不 能 
把 现 者 "合并 ”例如 在 下 式 中 ， 

gy, 芍 一 全 yw t) 

有 横 线 的 “ 太 是 新 添 变 元 , 可 作 代 和 ,而 没有 横 线 的 “t?( 共 两 外 ) 
是 作用 变 元 ， 绝 不 能 代 人 .如 把 两 种 妃 ' 合 并 ”为 一 ,写成 g(w, 人 
一 Zi fw, 如, 央 对 右 强 的 t 饶 不 能 改名 也 不 能 代 天 ,这 样 是 极 不 
便于 运用 的 ， 但 通常 的 数学 书 中 却 第 常 出 现 这 类 裔 号 , 例如 导数 


的 于 号 , 肇 不 用 了 Df(t), 也 不 用 DD Fa), 而 用 Do 部 所 Fe) 


这 对 初学 者 襄 来 往往 搞 不 清 完 葛 先 求 导数 还 是 先 作 代 和 大; 如 果 承 
认 不 能 把 作用 变 元 与 新 添 变 元 “合并 ,而 把 导数 的 记号 写成 
1, 则 将 对 初学 者 方便 不 少 . 


习 着 
1， 试 求 区 Ll、 max.、 min、 it 对 下 列 贺 数 作用 的 精 果 : 
(1) (oO 一 好 上 + 3; 
(2) fo =|3|]; 


‘ 2 。 
0 70 一 | 六- 
(4) FoO 一 (322 二 22 一 个 NIC27 4), 
2. 试 证: 
(人 多 1(2)=0 当 且 仅 当 max f(z)=0; 
(2) LIi(2)=0 当 且 仅 当 min f (2) =0, 
3. 就 证 : 
(1) IT Nf C2) =min Nf (2); 
(2) N? DIFf Cx)=max N2f (x); 
(3) minf (2)=max f(z) max (max (zy f(8)). 
4. 斌 证 ; 如 果 4(2, ) 满足 交换 律 及 精 合 律 , 则 必 有 
4 4 f(z, = 4 A fr, Y), 


T+ y+n 
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(注意 : 本 节 所 讨论 的 四 个 迭 融 算 子 都 有 此 性 质 ,》 
5. 就 证 : 
(1) 2) max f(z, D>max 2 fx, ); 
Tom Yn yn gm 
(2) > min fx, Emin > fr, ); 
Tm Yn yn Trm 
(3) 上 只 要 4(z， 9) 对 zw 及 对 y 均 单调 递增 ， 剧 将 ()、 (2) 中 的 “之 ” 换 
为 .4 后 仍 成 立 . 
6. 在 下 列 各 变换 中 , 哪些 是 改名 ? 哪些 是 代 人 ? 在 各 改名 及 代 天 中 , 哪 
此 是 合法 的 ? 哪些 是 不 合法 的 ?对 不 合法 的 改名 或 代 人 天, 试 举 出 具体 例子 来 
讼 明 左 右 两 端 不 相等 . 
(1) 命 1(, 9) 一 + (su) (z+2)), 
fu 2)= 2) Aurt LU) (T+2)), 
f(y = Dyet (et) (+2)), 
fls, 4)= 安 (tm+ (t=) (t+2)), 
Fo WW= Durt (L(+2)), 
flz, s+2)= 和 ， (Ut + (Wt) Cu 2)); 
(2) 命 JGw， = 多 (Cu 十 好 (2 十 办， 则 
fu, 2) 一 之 瓦 (十 人 (2 十 9)) 
fu, = 宛 世 (w+ C21+Y), 
fy, 幼 = 之 于 Y+Y Dy +Y), 
fy, 幼 一 它 ， 1 (YY) (2y + 4), 


$ 6 画 数 的 定义 过 程 ( 租 成 过 程 ) 

上 面 已 元 融 过 ,每 一 两 数 或 者 是 直 搂 定义 的 ,或 者 是 由 旧 画 数 
利用 兴 秆 或 算 子 而 派生 的 ， 派 生出 的 新 画 数 又 可 以 利用 迭 计 或 算 
于 再 派生 出 另 一 些 新 丽 数 ,这 样 逐 次 派生 下 去 , 便 得 出 所 研究 的 各 
入 而 数 ， 

下 面 将 研究 一 面 数 的 定义 过 程 (又 名 组 成 过 程 ), 即 研究 从 直 
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接 定 义 的 函数 出 发 ,经过 怎样 的 步 又 后 才 把 所 诗 论 画 数 作出 来 . 

在 讨 苍 画 数 的 查 成 的 时 候 ， 易 见 无 须 一 定 要 从 能 直接 定义 的 
画 数 出 发 ， 事实 上 ， 只 须 从 能 “容易 " 求 出 其 值 的 夯 数 出 发 也 就 优 
了 .上 比如 ,使 用 十 进 制 记 数 法 以 后 ,加 减 乘除 四 种 运算 都 是 比较 简 
单 的 , 大 可 采用 宅 们 作为 开始 画 数 . 此外, 对 我 们 来 说 , 滋 方 夯 数 
《5 是 较 难 求 其 值 的 《 当 9 相当 大 了 时 尤 是 如 此 ) 但 如 果 有 人 认为 
求 到 的 值 的 方法 十 分 简单 , 那 末 他 亦 可 用 zx!* 作为 开始 画 数 ， 这 
样 看 来 ,开始 画 数 是 可 以 相当 任意 地 选取 的 , 无须 什 么 条 任 的 ， 明 
自 这 点 以 后 ,可 以 引进 下 烈 的 定义 . 

定义 ”如 东 能 找 出 一 和 柔 列 的 画 数 关系 辐 , 9a，…， 4%， 使 得 每 
个 9; 都 满足 下 列 条 件 : 它 或 者 是 画 数 关系 41,，…，4s 之 一 , 或 者 
是 由 前 面 的 若干 个 9 根据 迭 秆 而 作出 , 或 者 是 由 前 面 若 干 个 9 根 
据 算 子 m，…，ou 之 一 而 作出 ; 划 说 该 叙 列 是 最 后 一 砂 数 g, 的 组 
成 过 程 (或 定义 过 程 )， 下 详 和 些 褒 ，91，92,…, 9 是 由 开始 画 数 
41,，…，4s 出 发 利用 达 置 及 算 子 oa …，o 而 作出 g, 的 租 成 过 程 
(定义 过 程 ). 

由 这 定义 可 见 , 只 要 Sm 那 末 gi,，…, 9; 同时 也 是 9 的 组 成 
过 程 . 

例 1 全 4i(w, 9g) 一 2 二 9 ds， 9) 一 vy， 出、4s 出 发 ， 
利用 迭 置 时 , 献 求 Fe, 四) = ((% 十 办? 十)? 的 租 成 过 程 . 

[ 解 ] 由 1、As 出 发 ,利用 迭 填 时 , 其 组 成 过 程 如 下 : 


go， 幼 一 4 十 9 《开始 画 数 41) ， 

ga (8, Y) 一 "9 (开始 画 数 4a) ， 

ga， Y) =—Y (严格 本 原画 数 Tss) ， 

Ja 切 一 他 十 切 ” (二 ga(91, 91) ;使 用 (2, 2) 友 置 ) ， 


go Y) = t+) TY (=91(94, 98) ;使 用 (2, 2) 洪 慎 )， 
go Y) = 《((2 二 办? 十 Y)” 《一 9a(95 95) ;使 用 (2,2) 洪 填 )， 
因为 g6=f, 故 99 如 为 由 44、4s 出 发 利用 迭 人 时 了 的 粗 成 过 
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程 (因为 想 把 迭 什 化 归 为 (2,， 2) 迭 置 , 故 多 用 了 严格 本 原 夯 数 gs， 
如 不 化 归 为 (2, 2 迁 置 , 央 Tas 是 可 以 不 用 的 ) . 

读者 不 要 以 为 找 租 万 过 程 是 很 容易 的 事 ， 找 租 成 过 程 正和 找 
证明 一样 ,一 般 说 来 是 比较 困难 的 ， 上 例 所 以 于 未 容易 是 因为 ， 
在 f(s, Y) 的 表达 式 中 实际 上 已 经 把 “ 租 胶 过 程 告诉 我 们 了 .如 
果 不 把 fw, y) 表达 为 《ze 十 幼 ?十 Y)”， 而 改 用 别 的 方式 表达 ， 那 
末 要 找 上 述 粗 成 过 程 便 困难 得 多 了 . 同样 , 要 对 ((% 二 9) 十 奶 ” 找 
别 的 方式 的 想 成 过 程 也 较 困 难 ( 如 例 2). 

例 2 设 do(w) 一 or, 从 4o(z) 出 发 ， 利 用友 冒 后 原始 复 迭 式 
时 , 哉 求 (十 2" 十 久 的 钥 成 过 程 ， 

[ 解 ] 从 4o(w) 出 发 ,利用 和 迭 什 及 复 迭 式 , 则 

yo) = 二 Sm 《开始 画 数 4o(%w))， 
gi(z, 几 =-z+y (~ ,it 8 ， 使 用 复 达 式 )， 


a(t, Y) =%"Y (=, itr (十 急 ,使 用 复兴 式 ) 


以 后 各 步 灵 同 前 ,于 是 部 得 所 求 之 粗 成 过 程 . 

例 3 埠 间 : 由 4i(z, 9) =“ 十 y, 4a(%, Yy) = 2Ny, As(%) 
一 rTS(w, 2) 出 发 , 利用 泛 置 , 能 否 作 出 dv(w, 2) 及 lIm(w, 2); 邵 
dv (ws, 2) 及 1m(z, 2) 是 否 在 由 4 、4s、4s 利用 迭 量 所 得 出 的 画 
数 集 中 ? 

[ 解 ] 根据 算术 知识 ,可 知 


dry » =-{> 当 z2 青 数 时 , 即 当 T9(w, 2) =1 时 ， 
' 12， 当 z 介 数 时 , 即 当 区 (w, 2) -0 时 . 
因此 易 得 
dv (%, 2)=1+Nrs(%, 2); 
又 
lm(x, 2) -人 当 % 奇 时 , 即 当 Ys(%, 2) = 工时 ， 
， 和， 当 2 偶 时 , 即 当 rs(z, 2) =0 时 . 
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因此 易 得 
lm(w, 2) = 二 ZN2rs(C，2) 

既得 到 了 这 两 表达 式 , 读 者 序 不 难 作出 其 租 成 过 程 ,在 此 不 效 
进 了 (只 须 注意 : Nz 一 1Nw 可 由 wNy 利用 克 置 而 作出 ) 

由 这 个 例子 可 上 见 , 要 找 一 茵 数 的 租 成 过 程 ,除非 该 画 数 的 表达 
式 已 沟 完 全 利用 开始 画 数 及 相应 算 子 表 出 ， 否 则 一 般 萝 来 是 相当 
困难 的 , 须 对 开始 画 数 及 所 讨论 的 画 数 有 潍 彻 的 认识 地 成 . 

下 列 两 概念 在 今后 也 释 营 使用. 

定义 ” 设 有 一 画 数 集 4, 如 果 只 要 画 数 方 , …, fy 在 4 中 , 划 
由 广 ,…, fr 多 过 磅 证 而 作 臧 的 画 数 亦 在 4 中 , 那 末 称 4 对 和 挝 冒 
是 封 并 的 ; 如 果 只 要 记 ,…, fr 在 4 中 , 则 由 万 …, 户 狂 过 算 子 
a 所 作成 的 画 数 亦 在 4 中 , 划 圾 4 对 算 子 “是 封 于 的 . 

所 谓 “封闭 ”的 意思 , 不 外 是 癌 : 当 对 4 中 的 画 数 实施 迭 候 或 
实施 算 子 a 时 ,所 得 的 画 数 仍 在 4 中 . 


习 是 


1， 把 正文 中 之 dv(%， 2) 及 1m(%, 2) 的 粗 成 过 程 详 箱 写 出 . 
- (由 41(%, =£+Y, da Y) =2NY, As 2) =rs(s, 3)HH 发 , 利 

用 能 和 否定 义 岂 dy(z, 3) 及 lm(x, 3)? 如 能 ， 则 把 定义 过 程 群 和 写 出 ; 

(2) 同人 1) ,但 把 “3” 换 为 “6”; 

(3) 同 (1) ,但 把 “3” 换 为 质数 “P 

3. (1) 同 2 (1)， 但 把“3” 换 为 “4 

(2) 同 2 (1) ,但 把 “3” 换 为 “127; 

(3) 间 2(D, 但 把 “3” 换 为 预先 指定 的 一 数 6. 

4. (1) 设 4 力 一 0 十 2 da Y) =2NY, As(x) =rs(r, 2), 
3 一 2， 当 zz>2 且 2 为 个 时 ， 
9(2) (任意 )， 此 外 ， 
由 41、4s、4s、44 出 发 ， 利 用 迭 甘 能 否 作出 攻 数 Dz? 如 能 ， 则 作出 其 组 成 
过 程 ; 

(2) 斌 由 两 数 eq(x, 外 出 发 利用 沈 苞 而 作出 沙 数 Nz， 


A442) =| 
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5. 设 由 多 元 图 数 41，…，4 等 利用 多 多 迭 置 可 以 造 出 一 元 图 数 六 2)， 
试 就 7(x) 的 组 成 过 程 而 作 归 生 , 证 明 由 许 4 只 用 多 1 浙 苇 亦 可 作出 f(%). 
“6， 规 由 402 力 、4s(2) 利用 迭 置 而 作出 2 一 和 
2 一 3y 一 3， 当 z>>3%+3 时 ， 
(1) Ai(%, Y) -ea 当 z<3y+2 目 y<3z 一 工时 ， 
5% 十 2 当 之 34 时 ， 
As(%) =—27; 
y 3%, 当 y 十 41> 3z 时 ， 
(2) Ai(%x, Y) -ee 当 3y++3>2 有利 3% 之 y+1 时 ， 
2Z 寺 5% 二 5， 当 w 之 3y 十 3 时 ， 


da(o) 一 20。 
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在 递归 画 数 论 中 , 除 画 数 ( 依 变 元 ) 和 责 数 关系 外 ,还 壮 常 要 计 
论 到 含 弯 元 的 请 名 及 调调 . 

凡 具 时 假 的 语句 (因此 必须 是 直 陈 句 ) 称 为 命题 ,如 “3 大 于 2”， 
“ 命 天 下 雨 ”等 都 是 命题 ,但 有 时 在 直 陈 名 中 可 以 含有 一 些 变 元 
和、.4 等 , 这 时 便 叫做 会 变 元 的 语 甸 . 例如,“% 大 于 y”,“w 月 日 
下 雨 ”等 便 是 . 含 变 元 的 语句 不 能 马上 和 钊 定 其 芙 假 ,必须 对 其 中 所 
有 变 元 均 代 以 确定 的 具体 值 以 后 才能 决定 其 芙 假 . 由 此 可 见 , 合 
变 元 的 语句 和 前 述 的 依 变 元 十 分 相似 ， 宅 们 的 值 都 是 随 其 中 所 合 
变 元 的 决定 而 决定 的 ， 所 不 同 的 是 含 变 元 的 语句 只 取 “里 ”、“ 假 ” 
两 值 罢了 . 

正如 每 一 个 依 变 元 对 应 一 个 画 数 关系 那样 ， 每 个 合 变 元 的 语 
句 亦 对 应 于 一 个 画 数 关系 , 这 种 丙 数 关系 称 为 谓 词 。. 例如 ,“% 大 
于 "为 一 个 含 变 元 的 语句 , 相应 的 “ 夯 数 关系 ”是 一 个 二 元 亚 庆 
“大 于 "， 双 如 各 是 质数 ”为 一 个 售 变 元 的 语句, 相应 的 “ 画 数 关 
系 ” 是 一 元 亢 蛮 “为 质数 "每 个 竹 诅 的 值 域 只 含 “ 其 "、“' 假 ”两 元 
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素 , 而 定义 域 则 是 个 体 域 ( 由 自 变 元 的 变 值 所 租 成 ).， 在 递归 画 数 
论 中 ,所 讨论 的 请 鹿 大 多 是 以 自然 数 集 为 定义 域 , 而 以 “ 慎 "、“ 假 ” 
为 值 域 的 .这 种 误 词 特 称 之 为 数论 谓词 , 以 后 讨论 的 襄 宰 也 就 限 
于 数 窒 诅 鹿 ， 上 面 提 汉 的 “大 于 ” “为 质数 ”两 炙 诅 就 属于 这 一 
对 应 于 每 一 个 含 % 个 变 元 的 证 名 4 (wi, wz, …, Ww) , 均 可 定 
义 一 个 % 元 数论 疼 数 fw1,%s,…, zn) ,使 得 
4 7a …， zn) 其 时 ea Ta 1 tn) =0, 
而 
do oa Wn) 假 时 (ol za Tn) =1, 
具 此 性 质 的 画 数 了 (wv1， wa,，…, za) 便 呈 做 证 名 全 (oz，…，2) 
的 特征 图 数 . | 
显然 , 每 一 语句 均 对 应 于 一 个 也 只 一 个 特征 历数 . 相应 于 应 
旬 4 (wi,，%2,， ,Xn) 的 特征 画 数 ,将 如 为 cb A (wi zo，…， Wn). 
显然 ,如 果 可 以 找到 一 个 处 处 有 定义 的 % 元 画 数 9, 使 得 
1， Wn) 里 当 且 仅 当 9 (81 …*， 2n) 一 0， 
那 未 和 W?g el 2,) 便 是 语句 4Cwi，…, zr) 的 特征 责 数 ， 媚 
ct A(W1, *, wn) = Nig (81, 1, Wn), 
因此 ,在 后 面 当 只 找到 上 共 这 样 性 质 的 g(w1，…, ww) 时 ,也 就 认为 已 
痉 找 出 所 求 的 特征 画 数 了 . 当然 ,严格 如 来 ,所 来 的 特征 范 数 应 藤 
是 Ng (ci oa) ， 
于 于 对 每 一 个 调 润 4 均 有 
4(2 …， 2n) 成 亚 当 且 仅 当 中 4(2， va, 2) 一 0， 
因此 任何 一 个 售 变 元 的 语句 都 和 一 个 方程 式 等 价 . 在 $4 讨论 丙 
数 的 次 合 定义 时 , 恒 假 定 所 讨论 的 “条 件 4 可 专 换 为 方程 式 , 这 假 
定 的 根据 便 渊源 于 此 . 的 确 , 有 了 特征 本 数 以 后 ,任意 的 条 件 均 可 
代 以 一 个 相应 的 方程 式 , 讨 论 可 以 简化 不 少 . 
令 举 一 些 含 % 的 语句 及 其 相应 的 特征 画 数 如 下 : 
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医 名 转 征 夯 数 

作为 0 入 20 

2 异 于 0 Ne 

2 为 偶数 TS(Z，2) 

必 为 3 的 倍数 N?2rs (2, 3) 

2 为 平方 数 N2 (zs [V £1) 

2 等 于 9 N2 (w+) 

小 于 浊 N2((w+DD) DD) 或 NLCz+D/ (y+1)1 
4 小 于 或 等 于 9 N2(w yg) 或 N2[zf/ (y+1)] 

2 为 4y 的 倍数 Na2rsC2， 2) 


特征 夯 数 的 应 用 是 很 广泛 的 ,在 及 后 的 竺 渝 中 , 读者 可 处 处 见 
到 其 应 用 .现在 提出 一 个 于 题 :已 知 若 干 简 单 证 名 的 特征 画 数 ,如 
何 去 求 出 由 这 些 简 单 狂 句 所 租 成 的 复合 著名 的 特征 画 数 ? 

由 季 单 语句 而 造 复 合 项 句 ,恰巧 相当 于 由 旧 画 数 而 造 新 画 数 ，, 
这 相当 于 使 用 派生 法 ， 因此 它 也 可 以 分 成 两 大 类 , 其 一 是 相当 于 
迭 鲁 的 ,其 二 是 相当 于 算 子 的 . 

第 一 类 造 复合 语 旬 方法 大 体 是 :利用 五 个 所 谓 鞭 值 丙 数 ( 郎 定 
义 域 和 值 域 均 为 “里 ”、“ 假 ”两 值 的 画 数 ,它们 在 日 常用 语 和 数理 罗 
辑 中 有 广泛 的 应 用 ) 将 车 干 语 旬 “ 联 业 起 来 作出 新 语句 .例如 
如 果 w 关 vy 且 Y 关 ?3， 则 Pt 

其 中 简单 性 句 为 “9 兰 办、 六 及 2; 鞭 值 画 数 为 “县 ”及 
“和 如果 … 央 …” 

虽然 盘 值 萎 数 有 五 神 ,但 根据 数理 加 辑 知识 可 以 知道 ,只 使 用 
其 中 某 丙 种 也 就 可 以 表达 一 切 里 值 画 数 了 . 不 过 为 了 接近 于 直 
观 , 我 们 仍然 使 用 五 种 .这 五 种 芙 值 责 数 是 (下文 以 4, 8B 表示 任 
意 两 个 合 变 元 的 语句 ): 

1. 非 ( 志 为 一) :“ 非 如 其 , 当 且 仅 当 42 假 ; 

2. 焉 ( 记 为 ‘V”): “4 或 ”里 , 当 且 仅 当 4、B 中 殖 少 有 一 
为 其 ; 
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8. 县 ( 记 为 “人 ”):“4 且 PB” 里, 当量 仅 当 4、B 背 其; 
4 如果 … 则 …( 写 为“ 二”);: “如 有 果 4 则 B” 展 , 当 且 仅 当 不 
是 同时 有 4 芙 且 假 ; 
85. 等 价 于 ( 记 为 “三 ”或 “O”):'4 等 价 于 B' 跨 , 当 且 仅 当 4 
与 如同 凌 假 . 
定理 1 下 烈 等 式 成 立 : 
oct A=—l~ctA=Net4, 
ct(AVB)=0tA'ct B=min(ct A, ot B), 
et(AAB)=N’?(ct A+et B) =maxt{ct A, ot B), 
cot (4 二 下 一 otB Net A, 
et(A=B) 一 ot A::0t B. 
征明 读者 就 就 4、 3 或 芙 或 假 的 情形 而 验证 左右 两 映 同 时 
为 0 或 同时 为 1 
由 本 定理 ,对 于 由 联结 衣 而 造成 的 新 语句 , 其 特征 画 数 可 由 原 
琉 句 的 特征 夯 数 和 一 些 画 数 作 失 旺 而 得 , 此 外 不 再 使 用 别 的 算 子 . 
因此 ,引信 下 列 的 定义 及 定理 ,这 对 今后 的 研究 有 着 极 大 的 作用 . 
定义 ” 设 有 一 画 数 集 4， 如 果 只 要 儿 蛮 4、B 的 特征 函数 在 
集 4 中 , 那 末 由 4、B 沟 命 题 联 粘 词 而 作成 的 新 疆 词 的 特征 画 数 
亦 在 集 4 中 ,这 时 便 称 集 4 对 于 命题 联 车 词 是 封闭 的 . 
定理 2 对 于 一 图 数 集 4, 如 果 写 对 法 置 封闭 ， 并 且 含有 下 列 
图 数 粗 
(1). 合 有 两 数 Nx、 z+; 
(2) 合 有 画 数 和 Nx、 wy; 
(3) 合 有 夯 数 zNy; 
(4) 合 有 图 数 zy; 
(5) 含有 医 数 x! ( 狗 定 0 二 1) 
之 一 , 那 末 宛 便 对 命题 联结 齐 圭 于， 
说 者 已 证 . 
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二 类 ( 即 相应 于 算 子 的 ) 造 新 颖 句法 ,主要 是 使 用 两 个 量 润 : 
VR 全 克 国 ) 习 Y《 人 存在 量 轴 ) ,其 中 2 时 做 量 铜 变 元 . 
VzA(w) 表示 : 一 切 4 均 使 4(w) 成 立 . 
x4(zx) 表示 : 有 2 使 4(z) 成 立 . 
如 果 多 个 最 蛮 依 实 欠 里 , 则 可 依次 序 芒 之 ,例如 ; 
VVZ3yVz4d(p， y, 2) 为 : 
“对 任何 2$ 均 有 y, 使 得 对 任何 2, 均 使 4 y, 2) 成 立 
习 &Y4W 习 24(O，W 2) 为 : 
“有 2z 使 得 对 任何 y, 均 有 2?， 使 得 《4(w, y,?) 成 立 ”. 
通常 关于 极限 的 定义 , 便 是 ( 设 8, 6 的 变 域 为 正 实数 ) 
Veddvh(0<|h| <6.>|f (e+ -Ui <e). 
设 以 min f (%) 及 max 了 (2) 分 别 表示 当 w 通 历 自然 数 而 变化 
时 了 tw) 所 取 的 最 小 值 及 最 大 值 , 那 末 有 
ctyrA(r) =max ot A(x), 
oft 习 24(o) -min ct 4(z) 。 


但 是 , 即使 鸡 每 个 2 均 可 求 出 ct 4(z) 之 值 ,但 坤 不 保证 必 可 求 出 
max ct 4(z) 及 min ct 4(z) 之 值 ， 以 后 将 证 max 及 min 是 非 能 
行 的 算 子 (其 定义 见于 第 二 章 $3)， 不 属 我 们 的 讨论 范围 ， 这 就 意 
味 着 ,利用 我 们 所 讨论 的 算 子 ,是 不 能 把 VYz4(z) 及 zw4(w) 的 特 
征 夯 数 表 出 的 . 
但 是 ,在 许多 情形 下 ,全 称 量 衣 及 存在 量 前 可 用 受 限 全 称 量 讲 
及 受 限 存在 量词 来 代替 . 后 者 是 Y 及 : 
VA) : 对 于 0 到 %% 阅 的 一 切 %, 此 使 4(%) 成 立 ; 
4%) : 在 0 到 % 间 至 少 有 一 个 ”, 使 得 4(w) 成 立 . 
我 们 并 认为 :由 此 所 得 的 新 语句 是 以 % 为 变 元 的 语 
骨 受 限量 词 以 造 新 语 名 时， 新庄 各 的 特征 画 数 是 可 以 定义 昌 
来 的 ， 
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定理 3 有 如 下 关系 式 成 立 : 
ct(Y¥ A(2))—=maxct A(r) = NN? ot A(r), 
.et( 3 A(82))=min ct A(x) =N?TI et ACr)., 


读者 自 证 . 

注意 : 当然 还 可 以 写成 : 
ctv A(w)=N’(ot A(I)+et A(2) 10+ et A(n)), 
ot 3 A(r)=et A() ct A(2) .0t An), 


但 因 这 中 间 的 “…” 是 代表 可 变 多 个 项 的 , 因而 不 能 看 成 迭 蚂 . 初 
学 者 常 刷 以 为 只 用 加 法 、 乘 法 、 以 及 4(w) 的 特征 画 数 , 便 可 利 
用 迁 置 而 表 出 LV 4(o) 及 了 4(z) 的 特征 画 数 , 由 上 面 的 计 论 可 
知 ， 大 画 算 子 权 不 能 化 归 为 兴 旱 及 画 数 ， 可 见 这 种 想法 是 刍 避 的 ， 
应 该 就 受 限 量 洞 的 特征 画 数 恒 可 通过 4(w) 的 特征 本 数 和 迭 画 算 
子 而 表 出 ,类 不 能 谣 遂 过 4) 的 特征 画 数 及 若干 已 知 丙 数 轻 失忆 
而 得 到 . 

当 多 个 受 限量 宰 互 相 重 举 时 , 仍 和 上 面 的 多 个 量词 情形 一 样 ， 
依次 由 左 而 右 戈 之 ， 求 其 特征 画 数 时 ,也 依次 对 照 即 可 .例如 : 

cty 3 VY A(w, y, 2) —max min max ot A(w, y, 2), 


了 一 六 Ym =>1 有 


ectj Vv 3 A(, y, 2)= 一 min max min ct Al(w, y, 2). 


Tl Ym pn 一 到 


定义 ” 设 有 一 画 数 集 4， 如果 只 要 活 句 lw) 的 特征 画 数 在 
集 4 中 , 则 Y 4(z) 及 习 4(z) 的 特征 画 数 也 在 4 中 , 屠 末 就 说 4 
对 受 限量 调 是 封闭 的 . 

由 此 定义 及 上 述 定 理 8 朗 得 : 

定理 和 如 果 画 数 集 4 对 算 子 max 及 min 封闭, 则 4 对 受 限 
量 前 是 封 肛 的 . 

数学 中 常常 限制 变 元 的 变化 范围 , 例如 用 m, w% 表示 上 自然数 ， 
用 ww, y, z 表示 实数 等 等 . 在 递归 画 数 葵 中 , 虽 则 一 开始 便 限 于 自 
然 数 集 ,但 在 讨论 过 程 中 也 可 能 对 变 元 的 变 域 再 进一步 加 以 限制 . 
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例如 ， 只 以 偶数 为 变 域 或 只 以 平方 数 为 变 域 等 等 . 对 于 其 变 域 彼 
限制 了 的 变 元 ,无 须 引 入 新 记号 ,只 用 下 法 表示 便 成 了 . 
设 限定 的 变 域 为 太 ,， 且 “ww€8” 的 特征 画 数 为 9(%)， 则 
VuA4(w) 当 且 仅 当 Vz(g(%)=0: 汪 4(%))， 
4(D) 当 且 仅 当 Y (9(%) =0,4(o))， 


3wv4(w) 当 且 仅 当 3z(g(%) 一 0 人 4(w))， 
AW 当 且 仅 当 习 (9(o) =0A A()). 


因此 , 我 们 约定 , 今后 凡 使 用 量词 (不 管 受 限 或 否 ) 时 , 若 简 变 元 均 
以 整个 自然 数 集 为 其 变 域 . 


习 题 
作出 下 列 语 句 的 特征 融 数 : 
1. 只 机 wxw>>0 便 有 2*>0. 
2. 3 之 3 当量 仅 当 >3， 
3. % 为 质数 ， 
4. 4 为 b,c 的 公信 数 ; 为 b、c 的 最 小 公 倍 数 . 
5. 4 为 b、c 的 公物 数 ; a 为 bn、 的 最 大 公 构 数 ， 
6. ga、 上 b 互 质 . 
7. 除非 % 为 质数 ,否则 m 不 被 % 整除, 
8. y 为 7 以 后 的 第 一 个 质数 . 
9. 了 (nm) 不 能 对 一 切 小 于 mw 的 1 而 到 质数 值 , 除非 变 元 在 以 下 时 
(nm) 本 身 恒 为 常数 . 
10. 如 果 对 0 与 % 并 一 切 c, 只 要 c>0, 便 有 a<bt+o, 那 末 a<b, 
1L. 如 果 存 在 这 样 的 “, 使 得 c>0、c<n 且 a<b+o, 那 末 a<b. 
12. 如 9、b、c、 3G 为 在 方 数 , 划 它 们 不 作成 一 等 差 航 数 . 
13. a、b、C、4 为 平方 数 , 且 作 成 一 等 比 释 数 . 
14. 在 4、b 间 一 牙 x% 均 使 4(%) 成 江 . 
15. 在 we 天 至 少 有 一 % 使 4(44) 成 并 . 
16. 如 果 A4(Cx, 9 贰 ,上 则 BQ, 2) 苇 , 除 非 DC(%,y, 2) 成 也. 
17. 当 4(w) 成 立时 ,， BG, 2) 成 立 的 必要 充分 条 件 是 D(WY, 4) 成 六 ， 
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S88 数学 归纳 法 

在 递归 画 数 论 中 , 猎 然 几乎 全 是 讨论 数论 画 数 , 因此 , 数学 归 
纳 法 显然 起 着 很 重要 的 作用 .， 关 于 数学 归 狗 法 的 详 和 时 论 , 要 到 
原始 递归 画 数 处 再 粹 出 。 现在 不 妨 先 从 直觉 方面 上 咯 作 计 论 ; 因为 
在 未 就 到 原始 递归 丽 数 时 ,我 们 已 将 大 量 地 使 用 到 数学 归 季 法 了 . 

设想 证 明 一 个 关于 久 的 语句 也 (n) ， 数 学 归 畏 法 可 分 两 步 . 

第 一 步 , 须 证 : 当 n 一 0 时 , 待 让 请 名 为 其 ; 朗 须 产 (0) 其 . 
这 步 点 叫做 先 基 . 

第 二 步 ,在 一 定 的 假 识 下 , 族 明 情形 mn 十 1 时 待 谢 语句 为 儒 , 邹 
放 明 也 (n+1) 黄 , 这 步 骆 叫做 归 精 . 必须 注意 的 是 :不 是 无 条 件 地 
考 明 (n+1) 革 , 而 是 “在 一 定 的 假设 之 下” 的 (如 果 能 能 无 条 件 
地 永明 也 (n 十 1) 昨 , 那 未 这 是 分 别 情形 的 证 明 , 而 并 不 是 其 正 的 
数学 归 烦 法 证 明 ) ,这 个 假设 今后 叫做 归 业 假设 

完 戊 了 这 两 步 逐 后 , 便 说 “ 依 数 学 归纳 法 , 待 证 语句 得 证”. 

归 釉 假设 有 各 种 各 样 形式 ， 这 将 在 原始 递归 琴 数 处 详 硼 讨论 
(第 四 章 第 六 节 ) ， 但是， 通常 熟知 的 至 少 有 三 种 ， 现 在 可 以 先行 
介 帮 ， 

第 一 种 ,在 假设 “了 (n) 其 ”之 下 , 去 训 明 了 (n+ 才 其 ， 这 时 
“(nn) 真 ”这 个 假 改 叫做 简单 归 业 假设 ( 亦 季 称 为 归 炳 假设 ) , 而 这 
个 证 明 便 叫做 简单 归纳 证 明 . 

第 二 种 , 在 假设 “五 (0) 时 , 了 (1) 自 ,…, 了 (n) 里" 之 下 去 证 
明 (mn 填 1) 芙 ， 这 时 “了 (0) 其 , 了 (中 ，…, 也 (nm) 里 ”这 个 假设 
便 吓 估量 归 炳 假 届 ,而 芒 处 明 使 叫 居 强 归 辆 姨 明 . 

第 三 种 ， 当 待 证 语句 还 含有 参数 的 时 候 , 比如 , 待 证 着 句 为 
(n, t) ， 则 和 贷 基 是 : 了 (0, ww) 对 一 切 w 趴 ， 在 归 筒 步 唆 中 , 假设 
cm 办 对 一 切 色 时 ”， 从 而 证 明 也 (mn 十 1, ww) 亦 里 ,这 个 “人 n， 
w) 对 一 切 鞭 "的 假设 叫做 参 变 归 炳 假 裔 ， 而 该 证 明 , 便 叫 参 变 归 
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纳 证 明 . 
现在 , 举 几 个 数学 归 精 法 证 明 的 例子 (所 证 明 的 各 公式 很 重 
要 ,今后 亦 常 应 用 , 须 熟 记 之 ) : 
例 求证 2*>w 二 1, 
证 明 和 货 基 : 20 关 0 二 1 即 2> 寺 , 故 sj 一 0 时 定理 成 立 ， 
归 彬 : 2*+1 一 2.22 一 2? 十 27 
之 (w+1) +(z+1) (归纳 假设 ) 
宇 (vw 十 1) 十 1， - 
故 依 数 学 归 业 法 ,本 定理 得 证 . 
推论 1 2*-!>>w，. 
27>20., 
推论 2 2*+ 二 xz (vz 十 1). 
今后 记 第 £ 个 质数 为 P(8) 或 Po， 由 于 用 自然 数 来 计数 ,大 
开 首 的 质数 ( 即 2, 注意 : 数学 中 并 不 把 1 列 为 质数 ) 应 是 第 0 个 
质数 , 即 Po， 换 请 之 ; 
Po 一 2， 六 一 3，Po 一 5，P 一 7， 忆 一 11，… 
例 2 求证 P<2*. 
征明 和 贷 基 : ”Do<2”, 即 2 过 2 故 4=0 时 定理 成 立 ， 
归 稍 ; 显然 用 Po 记 ,…， Pr 来 除 PoPiPa…Pp 十 1 时 均 余 
1, 条 不 整 徐 , 故 知 PoP1…Pr 十 1 的 任 一 质 因子 必 之 Psi 当然 更 有 
Peri 人 PoP Pel 
207...227 二 1 ( 强 归 和 炳 假发 ) 
Ge 


一 22 -十 圭一 


L231 2 9 Cp 


故 依 数 学 归 灿 法 ,定理 得 证 . 
注意 : 只 要 不 怕 及 糯 ,可 用 很 初等 的 方法 证 明 : 
Pr<2z 十 1 
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如 末 再 万 请 使 用 略为 高 潜 一 点 的 理论 ,还 可 让 明 : 
人 恒 有 一 数 c, 使 得 当 8 宇 2 时 有 Pi 志 ch nh. 
注意 :在 使 用 “ 归 灿 假 设 ”时 席 防 止 无 形 中 引入 不 相干 的 假 识 ， 
否 凡 会 引起 错 训 , 读 者 试 指 出 下 列 “ 证 明 ” 的 错误 所 在 . 
反例 ” 任 给 % 条 直 玉 ,证明 (?) 宅 们 均 重 合成 一 条 直 科 ! 
证 明 和 货 基 : n=1 时 是 显然 成 立 的 . 
归 黄 :” 强 归 策 假设 为 : “任何 1 条 , 2 条, …, % 条 直 灯 均 重 
合 为 一 条 直入 ”. 令 任 答 n-+1 条 直 米 ， 先 把 其 中 的 % 条 重合 为 一 
条 直 条 ,这 条 址 楼 与 余下 的 那 一 条 坎 米 又 重合 为 一 条 直 交 ( 据 强 归 
纳 假设 , 因 %=2 时 亦 芙 )， 于 是, 任 n 十 1 条 直 米 便 重 合成 一 条 下 
线 了 1! 依 数 学 归 和 黄 法 竺 论 得 证 . 
下 面 是 参 变 归 釉 证 明 的 例子 . 
例 3 设 f(0, n) 一 2 十 二 
fm+1, n) =f (mm, WD) fm, 2mm) ， 
求证 flm, mn) 永 大 于 0. 
枉 明 对 和 归纳 ,把 双 看 作 参 数 ， 
质 基 : m=0 时 有 f(0, n) ==n 十 1, 故 对 任何 % 均 大 于 0. 
妇 视 : 当 情 形 么 十 工时 ， 
十 1 0) 一 Fo fm, 2mm). 
根据 参 变 归 簿 假设 , 对 任何 数 忆 , f(m, 革 ) 均 大 于 0, 故 知 
fm 十 1, 虽 永 大 于 0. 
依 数 学 归 黄 法 ,定理 得 诈 . 
注意: 这 里 不 仅 假 襄 f(m, n) 大 于 0, 亦 不 仅 假 设 了 (0, 由， 
jd 0),， ,了 (m,n) 大 于 0, 而 是 假设 对 任何 王 ， fm, 互 ) 大 于 
0， 所 以 这 个 参 变 归 炳 姓 明 与 前 两 者 均 不 相同 ， 
还 须 注意 , 有 时 不 能 直接 用 数学 归 粹 法 来 疙 明 已 ( ， 而 必须 
先 把 了 ww) 中 的 2 “分 家 ”, 某 些 % 改写 为 而 某 些 于 则 有 照旧， 然 
后 对 % 作 归纳， 证 明 完 毕 后 ,再 全 4=n 而 得 到 证 明 ， 这 种 方法 可 


40 烤 得 
吓 做 拆 裂 法 . 仿 举 一 例如 下 (这 法 今后 亦 常用 , 须 善 自体 会 之 ) . 
例 4 求 址 mn>8 时 wsa> (nD)" 
对 这 公式 , 当 n=3 时 容易 验 恋 其 为 其 ,但 要 作 归 熏 证 明 , 却 
是 很 难 进行 的 ,因为 当 n 变 成 % 十 1 时 ,上 式 成 为 
(n+1)"2> m2) "tl, 
不 管 利 用 哪 -一 种 归 钢 假设 , 均 难 于 证 明 这 个 公式 .为 此 , 叭 有 用 拆 
裂 法 . 拆 裂 法 有 种 种 方式 ,比如 可 拆 裂 为 : 
nil (V 二 1， 或 pt (十 二 
蕉 者 可 自行 坎 话 , 第 一 式 很 难 使 用 归 和 录 法 ,而 第 二 式 虽 则 较 易 
栓 证 ( 见 本 节 习 题 第 7 题 ) , 但 仍 不 够 简单 。 最 好 的 拆 裂 法 是 作 如 
下 拆 裂 : 
求证 wn 之 3 时 mw? 之 (ww 十 1)*, 
耳 明 禹 其 : nm 一 3 时 ,这 时 v>83, 有 
Bw = + 2u ow 
之 Ww 十 6 
宇 w 十 3w? 十 3u 十 1 (〈 因 wz8 时 有 3x2>>3w 十 1 
之 (w+1)’, 
故 贷 基 得 诈 . 
归纳: 我们 有 (m 十 切合 全 一 (十 所 Wo 
> nu 二 ww) 2 
> (nu) 2 
>n(u+1)w 
之 地 十 了 人 十 二 ( 归 稍 假设 ) 
二 (w+1) +1 
故 归纳 步 马 得 妊 . . 
依 数 学 归 季 半 ,断言 “w 宇 n 之 3 时 , mw" 之 (w 十 1)” 得 证 ， 
然后 ,全 4%=n%, 即 由 本 断言 而 得 


UVadt1Z> (n+1)", 
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人 而 例 4 便 得 到 了 证 明 . 
由 .上 例 可 以 看 出 拆 识 法 之 必要 , 同时 也 应 知道 “ 拆 绚 ”是 没有 
一 定 标准 规则 可 循 的 ， 有些 拆 弄 大 大 有 助 于 命题 的 证 明 ; 有 些 拆 
烈 则 较 困 难 ; 错 误 的 拆 裂 其 至 使 命 巅 不 成 立 ， 因 此 ,读者 应 该 多 作 
练习 , 熟 习 这 种 证 明 方 法 . 


习 是 

试用 数学 归 业 法 证 明 : 

.I) (3n 十 1)7" 一 1 为 9 的 倍数 ; 

(2) 3.5220+1 十 28431 为 工 的 倍数 ， 

2. (1) 2*>2¢; 

(2) 27+1>7x (w+ 1). 

3. 如 果 f(z+1) 恒 >f(z), 如 了 (4)>y 对 任何 y 成 立 ; 又 著 (0) >0， 
f(z+1) 得 >f(z), 其 f(y) >y 对 任何 y 成 立 ， 

4. wn 关 3 时, 27202， 

5. n> 时 2212>34>H.24>> 2n41. 
(十 区 1 32 工 十 7 . 
，9DPMDP3 时 ，olt422(IL qd)r>>(2+1> (I+ ". 
-370 2 P02 DFI) ?ti (十 2)7+1， 
- (1) m 之 3 时 ，(2n 十 Dm%<2mm(n 十 1)%-1, 但 当 mr 二 2 了 时 不 成 开 ; 
(2) 4<w 时 有 : | 


© WD 


Wr wt) 2 nt+1) wt1)2n+2. 
10，() ww 之 5 有 时， PL dn; 


(2) (9 十 了 1 <2m; 
(3) (2) 1 之 20)4, 又 当 m 之 24 时 有 ml 之 m7. 
1. 粉 出 ea 后 , 吉 求 出力 使 9>a 后 有 : 
(1) men td; 
(2) nl>en; 
(3) 2n°> (n+1)°; 
(4) 2">n°. 
12， 3o+p+er2> 2 十 2 十 20+ot (4、b、c 为 正 整数 ) ， 


Eb 结 葵 
13。2m+…+tontlx 90+1 寺 ,十 20rnt1 (1 庄 4 均 为 正 整 数 )， 
2n nr 
#14. F< (2m)1 < 于 (a< 训 而 充分 大 ,或 4<2 而 n>1)， 


Nn nln! ~ ona 
TAN 1 N41 I \n+1 1 n+2 
15., (1+ 却 ) <(1+577) ; (i+ 二) >(1+- 7) 。 
所 二 下 n+ 
一 般 , 和 如果 Ma>a 则 (+ 瑟 ) ”说 成; 如 ho<0, 妈 (1+ 衬 ) ” 首 


增 ，( 掏 洒 几 这 分 天时.) 


211+2 
*16， 如 a 地 1， 则 1 全 二 


"17. 喜 钼 局 为 ， 的 #+ 工 区 多 项 式 ,其 条 数 为 有 再 数 ( 正 的 或 负 的 )， 


* 第 14~17 题 述 及 有 理 数 , 但 仍 可 用 归 业 法。 


第 一 章 五 则 夯 数 


3S1 五 则 画 数 (上 ) 
在 数学 的 研究 中 ,下 列 五 个 丽 数 起 着 重要 的 作用 : 
4 十 9 (和 )， zy (算术 差 )， “9 〈 积 )， 
[ 笠 |] ( 商 ) ， [Mz1 (平方 根 整 部 ) 
因此 ,这 五 个 画 数 及 由 宅 们 兴 置 而 得 的 机 数 , 特 称 之 为 五 则 画 数 . 
五 则 责 数 还 包含 有 下 列 各 画 数 : 
: 它 指 oy:| 儿 
rs (w, y) (剩余 ); 它 指 2-y | 人 |， 
XY (绝对 差 ): 它 指 (0-y) 十 (y 一 2)， 
x ( 方 守 ) : 它 指 wz…x(e 为 定数 ) 
(注意 : 当 Y 作为 变 元 时 ，z" 不 在 五 则 而 数 之 内 ) ， 
Ex (平方 剩余 ): 它 指 2 [V21， 
Dx (前 最 夯 数 ) : 它 指 > 一 1， 


Nx: 它 指 1-%， 
vwNy: 它 指 x* (1 一 9)， 
max(w, y): 它 指 2z 十 (y 一 2)， 
min(w, g): 它 指 一 (x 一 9)， 


因此 , 在 禾 论 中 引 人 的 画 数 , 几乎 全 都 是 五 则 画 数 (除却 乘 方 丽 数 
以 及 第 ?个 质数 已 , 等 已 外 )， 另外 ,还 有 三 组 画 数 Toz，Foz 及 
五 om 亦 是 很 重要 的 五 则 了 数 ,由 于 它们 不 大 为 襄 者 所 熟悉 ,在 下 一 
节 将 另行 讨论 . 

读者 虽 则 热 习 加 法 与 乘法 ,但 对 别 的 五 则 图 数 却 比较 陌生 . 


44 第 一 章 五 则 画 数 
当然 , 答 出 具体 数字 后 , 著者 恒 能 计算 每 个 五 基 画 数 之 值 , 但 关于 
含有 变 元 的 五 基 画 数 的 推演 ( 恒 等 变 换 ), 读者 还 是 不 能 熟悉 的 . 
为 此 , 须 对 这 些 画 数 进行 较 深 入 的 计 论 . 

根据 钨 瞪 , 一切 只 合 和 ,算术 着, 积 的 公式 似乎 都 可 以 由 下 列 
八 个 公式 根据 恒 等 变换 而 推出 (注意 :我 们 是 狗 定 用 左 辕 合法 的 ) : 

(1) we 二 0 一 v， 

(2) 2 十 9 一 Y 一 9 

(8) 2 十 (9 一 2) 一 9 十 vy (= max(s, Y)), 

(4) 7 一 (WY+2) 一 4 一 5 
《以 上 四 公式 只 含 和 ,着 两 丙 数 ,) 

(5) 1.%=%, 

(6) www=0, 

(7) w (yz) 一 (wy)z 〈 郎 乘法 结合 律 )， 

(8) (Wy) "222g. 
当然 ,要 由 这 四 公式 而 者 浪 辑 地 推出 一 倪 只 合 和 着 积 的 公式 ,这 是 
一 件 相 当 困 难 的 事情 .在 习题 中 和 给 出 一 些 常用 且 重 要 的 有 关 五 则 
面 数 的 公式 ,着 者 不 必 由 这 里 的 公式 纯 玩 辑 地 推出 它们 ,只 须 有 验证 
它们 成 立 便 成 了 . 

很 多 含有 商 与 翻 余 的 公式 都 由 下 列 大 个 公式 推出 : 


(9) w- 咱 芝 |+zs(m 9g) 《或 改 用 gj 六 |=-e= 9， 
co [二 |- 

GD) rste, 8y) y=0 (或 改 用 oy 一 Sy 总] 一 0)， 
a -等 “]-0 


y 
(13) | js = [$]=o, 
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(党 天 -+[ 忘 | 
a5) 《S 人 这-[ 生 |])w(se se [全 )-0 
由 这 些 公 式 推出 的 很 重要 一 -条 公式 是 : 
( 米 ) 如 果 %=y'2 十 多 而 WW<y， 则 必 z 一 [也 | 而 WwW=Tg (2, Y)。 
很 多 的 含有 [Mw] 的 公式 可 由 下 列 大 个 公式 推出 : 
(16) [V2]—=[Vs+y] =0, 
(17) [rr]2 =0, 
(18) Sv- (S[V 1)?=0, 
(19) [V1=%, 
(20) w= [we ]? 十 百 w， 
(21) [人 十 力 5 十 2 ] 一 十 9 
由 这 些 公式 推出 的 一 条 重要 公式 是 : 
(六 六 ) 如 果 %= 亿 十 bo 而 92w, 则 必 u=『[N zw1 而 vo= Bx， 
此 外 ,有 关 各 画 数 的 许多 常用 而 重要 的 公式 将 见于 习题 中 ， 
这 里 ,特别 提出 一 条 定理 .这 条 定理 便 袖 时 做 中 国 剩 余 定 理 ， 
但 宅 应 吴 做 孙子 定理 (孙子 算 浆 中 首先 提 到 它 ). 
定理 (孙子 定理 ) ”如果 各 入 两 两 互 素 , 而 0<b(i=1， 3，…， 
%) ， 则 下 列 联 六 方程 租 
rs(w, bi) =0 (=1,2,:., m) 
在 区 间 (0, 5522…0, 一 1) 上 必 有 一 也 只 有 一 根 , 其 余 的 根 划 由 这 根 
加 51582…b; 的 倍数 而 得 ， 
证 明 ” 芹 把 上 述 方 程 短 记 作 下 形 : 
rg(w, (D1, bo, ***, 64)) = (61, C2, 1*, Cn), 
而 把 矢量 (6 62,， ;60) 中 人 敌 由 2 所 产生 的 剩余 矢量 ， 
(1) 斌 取 访 方程 的 任意 棒 根 wv， 划 
由 于 mp 一 6， 改 4 一 0 十 2 (7; 为 黄 ); 
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由 于 rs(o， 的 =a， 故 9 一 ps 十 ca (8 为 商 ) ， 
故 & 一 4 一 5 一 5， 即 v 一 "为 六 的 倍数 . | 

但 因 各 六 两 两 互 素 , 故 芭 一 2 必 为 9152…b; 的 倍数 .如果 %>>%, 则 
4 必 由 2 加 5152…Bbs 的 倍数 而 得 . 当 ? 在 区 间 (0, 加 一 上 
时 ,这 便 是 孙子 定理 第 二 部 分 所 断言 的 . 

为 了 谤 明 孙 子 定 理 的 前 牛 断 言 ,我 伽 注意: 

(2) 每 个 w 必 产生 一 个 也 只 一 个 剩余 矢量 ; 

(3) 由 (了 可知，(0, 9102…b; 一 1) 上 的 不 同 的 2 必 产 生 不 同 
的 剩余 矢量 ， 但 这 区 间 中 共有 0102…b 个 不 同 的 zz, 改 这 区 地 的 
2 共产 生 010…b, 个 不 同 的 剩余 矢量 ; 

(4) 由 于 剩余 0 必 比 除数 3; 为 小 ， 故 最 多 只 有 5010a…bw 个 可 
能 的 剩余 矢量 . 

由 (3)、(4) 可 知 ， 在 (0, 515…b, 一 1) 上 的 全体 已 和 出 了 一 
切 可 能 的 剩余 矢量 ， 朗 每 一 个 剩余 矢量 均 已 由 (0, 9102…0n 一 1) 
上 的 某 个 “所 产生 , 亦 只 由 这 区 间 上 的 一 个 z 所 产生 ， 换 句 话 襄 ， 
原 方程 租 必 有 一 根 也 只 有 一 根 在 区 间 (0, 9182…b, 一 1) 上 ， 故 孙 
子 定 理 前 咎 断言 得 旗 . 于 是 定理 得 证 . 

当 方程 粗 具体 给 出 后 ,欲求 其 根 , 也 有 一 个 很 巧妙 的 方法 . 今 
举例 属 明 如 下 : 

例 疝 有 一 数 ， 依 8 数 余 3, 依 5 数 余 4, 依 11 数 余 6, 求 该 
数 . : 

[ 解 ] 将 5.11 (一 下) 的 倍数 依次 用 8 际 , 看 哪 一 个 是 余 8 
的 . 得 : 

rs(55，8) 一 7 了; 
rs(2.7, 8)=6, rs(3.7, 8)=5, 
rs(4.7, 8) =4, rs(b:7, 8)=3, 

故 55 的 倍数 中 裤 8 除 余 3 的 为 5.55 一 275. 

再 找 8.11(==88) 的 倍数 帘 5 除 余 4 的 : 
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rs(88, 6) =8; 
rs(2.3, 5)=1, rs(8.8, 65) 一 4 
故 所 找 的 倍数 为 3.88 一 264. 
再 找 8'5(=40) 的 倍数 被 11 除 余 6 的: 
rs(40,，11) 一 7 了; 
rs(2.7, 11)=83, TS(8.7，11) 一 10， 
rs(4.7, 11)=6. 
故 所 找 的 倍数 为 4.40 一 160. 
所 求 的 根 即 为 该 三 数 之 和 再 加 减 8.6.11 的 倍数 ( 训 者 可 自任 
其 合理 性) , 即 
% 一 275 十 264 十 160 士 440n = 699 土 440n1=259 十 440n, 


习 题 


1. 就 扒 导 下 列 公 式 : 

(1) fu, wy NYy=f Cu, TNY) NY; 

(2) flu, ODN 一 FU ON Nag; 

(3) fu, DJN20 一 FU SDr) Nx; 

(4) w= Dr Nw, SDa= tt Ny; 

(5) (2-—Yy) (SYy2) =0, Nw YI NGSy 8) =0; 

(6) Say=o y+ NY 7); 

(7) s+Yy -ays Ls) )} 

(8) NO = Nr tNYy— No NYy; 

(9) w+ (Yt) = + (Tt) 
(10) 2 (XY) =Y (Y 0). 

2. 试 推导 下 列 公 式 或 规则 Ca 一 8” 淖 示 由 a 可 推出 8); 
( [fa/b]/e]=[La/be]; 

(2) rs(x, =rs(y, OHF—rsbes, a)=rs(by, a); 

(3) 当 太 与 a 互 烷 时 : 

TS 94) 一 TS MHF—rs(r, a)=rs(y, 0); 

(4) 1T8(2，9) 一 了 (0 | 上 一 8(2 一 9 a0)=0, rs(s-y, a) =0; 
(5) zs(8， 0 一 T8(0 0), rs(u, 9) =rs(v, 9) 
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Hrs(2+%, a) =rs(y+ 2, a), rs(wy, 0)=rs(YyV, a) 
《但 推 不 出 
rs(t-* Wu) 9) 一 TS(CW- 人， 0), 
局 时 也 推 不 出 
TS (8 一 4 0) =rs(y—b, 0))}; 
(6) sa + |=0, 中 0 | eta) =0; 
(7) rs(rs(w, a) 十 9 的 一 TSC8 +Yy, a); 


(8) rs(z+| 人 |， 3)=1s(%, 2) , 一 般 地 ， 


rs(ke+i[2|， ak+1) =hrske, @)}; 
a 
(9) N rs(z 二 | 了 |+2， atl)=N rs(w 二 1 @) ( 当 a 生 0 时), 一 般 地 ， 


N ws(w+[ |+et2, at1)=N rs(w+téee, 9) (ea); 


《0) 奇数 的 平方 必 为 8 的 倍数 加 1, 部 rs((22 二 12 8)=1. 

3. 试用 五 则 函数 表示 

(1) “以 下 的 最 大 偶数 ，> 以 下 的 最 大 奇数 (2 以 下 ?包括 zw 在 内 ， 以 
后 均 间 ) ; 

(2) x 以 下 的 y 的 最 大 倍数 ,x 以 下 的 y 的 最 大 倍数 加 c(e 乏 z 且 c 达 四) ; 

(3) zx 以 下 的 最 大 平方 数 , 奇 平 方 数 , 偶 平 方 数 ， 

4. 斌 推导 以 下 各 式 

(1) [ [VBs +1] 十 工 ]-[ [V8G+D)] +1] _ 般 地 ， 


(m2>1); 


[se + mb | LY BC)] + m1) | 
2m 2m 


@ [St] [Ver vat Be LV 


(3) 2[V sg J? 482288, 一般 地 ， 
(b+oOLV w]e bro=ow:(b +o) Ee; 
(4) 阅 [V42]=2[V 7] 是 否 成 立 ? 
5. (1) 今 有 物 不 知 其 数 ， 三 三 数 之 余 2, 五 五 数 之 余 3, 七 七 数 之 余 2 
间 物 几何 ? 《孙子 算 逻 ) 
(2) 七 数 剩 二 八 数 剩 2， 九 数 剩 3， 问 本 数 ; (杨辉 续 十 搞 奇 算 积 ) 


§2 五 则 五 数 (下 ) 49 


(3) 十 一 数 余 3, 十 二 数 余 2, 十 三 数 余 1, 问 本 数 ; (同上) 

(4) 二 数 余 1, 五 数 余 2, 七 数 余 3, 九 数 余 4, 问 本 数 . (同上 ) 

6. 下 州 方程 租 是 否 有 解 , 斌 襄 明 其 理由 . 

(L) 三 数 余 2, 六 数 余 5, 四 数 余 1, 求 本 数 ; 

(2) 三 数 余 2, 六 数 余 3, 四 数 余 1, 求 本 数 ; 

(3) 在 孙子 定理 中 如 果 各 b; 未 必 互 素 , 斌 求 谈 联 立方 程 粗 有 人 解 的 充分 

7， 看 来 ,于 列 方程 组 : 

rs(w,), bi)=c1, IS(%, bs)=0es 

的 解 很 难 吉成 bi、 cs、 by、 0; 的 五 则 男 数 , 武 间 读 解 可 表 成 by、c1、 ba、 0 的 什 
和 勾 图 数 ? 


S82 五 划 男 数 (下) 
现在 引入 Tor, Poz 及 Bor (a#0) ,它们 可 看 作 ww? [Vw%]、 Bw 
的 推广 : 
TT% 指 s+ [ese]. 


Tox 的 值 也 叫做 第 zx 个 T, 数 . 
Rv 指 xz 以 下 非 零 25 数 的 个 数 ， 
Box 指 oo TuRun 《可 称 之 “TD, 数 剩余 ”)， 
当 4~0 时 ,有 : 
Tp) (二 多 数 ). 


故 To 数 即 通常 的 三 角 数 《TY00==0, Tol=1, T02=3, T03 一 6, T04 
一 10, 等 等 ) . 
Ror 即 sw 以 下 非 寺 三 角 数 的 个 数 . 
ow 即 2--ToBox (三 角 数 剩余 ). 
Bor 实 即 2 减 去 2 以 下 最 大 三 角 数 的 车 果 ( 故 名 三 角 数 剩余 ) . 
当 c 一 上 时;, 右 : 


2% (8-1) 
一 本 ~ 


Tw=g 二 Ww (平方 数 ) 3 
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Riw 指 z 以 下 非 雾 平方 数 的 个 数 , 朗 为 LV z ]， 
Er=v— [vel= Bz. 

足见 z2、 [Ms 1]. Ev 安 刀 Tw Rw Bw. 

4 一 0、1 这 两 情形 最 为 重要 , 宜 熟 习 之 . 

由 上 面 的 定义 可 知 ，Tior 为 五 则 夯 数 .现在 再 永明 Bow 也 是 
五 则 画 数 ( 从 而 , 吾 or 亦 然 ) ， 这 样 ， Tow、Row、 是 ow 便 都 是 五 则 画 
数 了 ， 

Ror 弃 表 4 以 下 非 需 生 数 的 个 数 ， 显 然 有 0=0， 故 车 说 
wv 于 0, 这 时 必 有 Ror 和 天 0, 可 设 Bw 一 t 十 1, 这 表明 ww 以 下 有 t+1 
个 非 替 To 数 , 故 得 

TG+1) <r<T, (t+2), 
郎 ( 暂 用 5 表示 Sa): 
tl octt2t 分 . 


起 者 可 职 斌 ,不论 5>2 或 5=1( 即 之 1 或 6=0), 均 有 
(20t 46+ 2 S80 (67.9)2< (20t+3b+2)2, 


故 
28 十 0 十 2 过 [8bo 十 (ec 1 一 28 十 80 十 2 ， 
214 十 20 十 1 过 [8 十 (13 十 ac<28 十 4 十 二 ， 
/7 7 了 全 
cts| [M86%+ (2-=1) le |<tt2. 
26 
朗 当 Y 关 0 时 ， 
_『T [V8vSa+ (oi)3]+o 
Re(=t+D)=| 2 十 2 “|. 


当 z~0 时 , 上 式 左右 两 端 均 为 0, 仍然 成 立 。 故 知 对 一 切 4 及 一 
切 w, 均 有 
Rw—[ (LVBaSat (oI)] -+o)/(2a+2)]. 
上 上 述 断 疆 便 得 到 了 让 明 . 
但 是 ， 由 这 公式 而 推 Row 及 如 oz 的 性 质 却 是 非常 困难 的 ， 还 


83 五 划 夯 数 (T) 
是 应 该 由 定义 而 直接 推导 宅 们 的 性 质 . 
关于 Tow、Roz、 oz 的 性 质 ,主要 的 有 下 烈 一 些 : 
(1 Tw Toast+Yy) =0, 
(2 Riz Rs(z+y) —0, 
(8) RT =%, 
(4) TR w=0 (TR), 
(5) Sw TSRw=0 ( 序 j<Tu(Rori1)), 
(6) w=T,Rert+ Bor, 
(7) Tw+Y =Tst Ty awy, 
(8) Ro Taz+Y) +Has) 一 人 二 2， 


5 六 


读者 可 自 证 这 些 性 质 ， 释 瞪 表 明 ,对 Bor 最 好 由 这 八 个 公式 推演 ; 


如 果 把 它 化 成 五 则 画 数 来 推导 , 那 将 是 非常 县 烦 的 . 


习 题 


1. 就 推导 下 列 公 式 ;: 
(1) Tw>2, Tu(w+2)>%+2; 
(2) 了 一 全 ge (TO 二 全) +i=da 了 和 一 全 
(3) 如 果 z 为 Ze 数 , 则 SzSse+(a1)2 为 平方 数 ; 
(4) Sw 为 74 数 ， 当 目 仅 当 -Bo=7o | 加 宪 | 
(5) 五 mw Sa Rr=0; 
(6) (+OT Rar br=or (b+ce) Ear, 
(b+o Paw br=or (b+O TTR; 
(7) Nw= ETrt1); 


Ac 


(8 


Ac 


(9 
从 而 


_— 


NE(w+1)=NE(v+ Sa Rext dat+2); 
(10) Ne 一 NS 二 NE 十 NE) 《3 工时 )， 
Nz 一 No(4 二 38 十 NE 十 Noo7) (azP0 时 )， 


ED(s Er)=Sa. Roy 一 [|| + N2r; 


T Rt w+ Sa Rag +Bat+2) 一 全 (Ras+1) (z+1), 


52 . 第 一 章 五 则 西数 

2. 斌 推导 下 列 千 论 : 

(1) ,z= Rox, 当 且 仅 当 有 这 样 的 t, 使 2 一 Tot 十 加 

叉 当 且 仅 当 ?+eHoz 十 二 为 7 数 ; 

(2) Bz Rez 当 且 仅 当 No(z 二 ao Rrtl+N Br. Rx))=0; 

(3) 在 3=Tou 十 1 的 条 件 下 ,TY1 最 小 当 且 仅 当 w= Bz 而 ?=Bas, 

3. 人) 求 z 以 下 最 大 To 数 ,最 大 奇 To 数 ,最 大 侦 To 数 ; 

(2) 求 吾 (To 十 十 ?1W 十 SV 十 从 之 值 ; 

(3) 求 了 BCTo(bw 了 eV) 十 rw 十 Sv 十 之 值 . 

4. 求 话 : a 为 偶数 时 ， 从 Tol 起 各 Ta 数 两 奇 两 偶 相间 ; a 为 奇数 时 ， 从 
Tul 起 各 To 数 奇 侦 相 并 . 


S83 配对 国 数 

大 家 都 知道 ， 少 变 元 的 范 数 的 性 质 总 比 多 变 元 夯 数 的 性 质 要 
简单 些 ,一 元 画 数 的 性 质 是 最 简单 的 ， 因 此 ,常常 需要 把 多 变 元 面 
数 的 研究 化 归 为 少 变 元 丽 数 (甚至 化 归 为 一 元 画 数 ) 的 研究 . 

化 归 的 一 个 方法 是 引入 矢量 ， 例 如 , 如果 引入 元 矢量 
(ca， *)y Qn) 及 相应 的 矢 其 变 元 w= (1, "oy 0 1) , 那 末 多 元 男 数 
f (wi,…, mm) 可 以 看 作 一 元 的 矢量 画 数 站 (2), 这 时 变 元 不 是 数量 
变 元 而 是 矢量 变 元 ， 这 种 方法 有 很 多 好 处 (在 数学 分 析 兆 其 在 矢 
景 演算 中 可 以 看 到 ) ,但 本 质 上 很 难说 已 炙 把 多 元 画 数 化 归 为 -- 元 
画 数 ， 因 为 ,这 里 的 要 求 是 把 多 元 数量 画 数 化 归 为 一 元 数量 画 数 ， 
现在 却 是 把 多 元 数量 画 数 化 归 为 一 元 矢量 丽 数 ,还 不 符合 要 求 . 

要 能 够 完全 符合 本 问题 的 要 求 ， 只 须 把 每 个 % 元 矢量 都 对 应 
于 -一 数 (该 数 叶 做 该 矢量 的 苯 号 ) ,使 得 答 出 一 个 %% 元 矢量 (21,…， 
o,) 之 后 ， 可 以 找 出 它 的 三 号 〈 即 有 -一 冯 元 画 数 关系 败 ， 使 得 
J ，…， Yi) 永 为 矢量 (vw1,…, on) 的 莉 号 ) ; 反之 , 答 出 某 一 矢量 
的 午 号 上 后 ， 永 可 找 出 芒 矢 量 本 身 ( 即 有 交 个 一元 画 数 民 ,, 使 得 
尽 (6 = 而 (01,，…, %) 的 先 号 恰 为 名， 必须 指出 ,这 里 只 要 求 
对 每 个 矢量 均 葵 以 烛 号 , 井 不 要 求 贰 竹 号 可 穷尽 一 切 自 然 数 , 即 并 
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不 要 求 每 一 自然 数 客 是 某 个 矢量 的 编号 ( 放弃 这 个 要 求 对 后 面 许 
多 讨论 是 必要 的 )， 这 时 ， 显 然 有 : 既然 (wj,…, oo) 的 绝 号 为 
J V1, 站 1 ) ， 故 
Kv oo 1 ta) ot (Ldn), 
这 样 便 得 ~ 
fw Pi) FE, ,Kn) (1 1 tn) 
一 站 并 RT (pi, ee, wn). 
换 讶 之, f(z1,…, vm,) 便 可 表 为 某 个 一 元 画 数 六 尽 ，…, 尽 ,) ( 它 
本 质 上 即 $6 的 广 ) 与 一 个 固定 的 ?元 画 数 (oao) 的 欠 时 . 
弃 然 jg ，…，2) 是 固定 的 , 故 可 预先 把 它 的 性 质 弄 清楚 , 这 时 
F (ol …，2n) 的 性 质 的 研究 便 本 质 上 化 归 为 相应 的 一 元 责 数 
广 ( 民 ，…， KK,) 的 研究 了 ， 这样, 在 基 种 意义 上 可 以 就 , 多 元 丽 数 
的 研究 可 化 归 为 一 元 画 数 的 研究 . 
本 节 先 研究 %=2 的 情形 ,在 下 节 再 研究 一 般 ? 的 情形 . 
定义 ”如 果 二 元 画 数 pg 与 一 元 画 数 上 、 工 之 间 满 足下 列 条 
件 ( 吓 做 配对 条件 ) : 对 于 一 切 %、y， 
Kpg le, 切 一 0， Zr Y) —Y, 
则 29、 乓 、 厂 中 做 配对 夯 数 组 ,29 叫做 配对 合 男 数 ,而 到 、 友 分别 
嘎 做 配对 左 、 右 画 数 . 
配对 画 数 租 是 非常 多 的 ,下 面 介 闻 最 常用 的 几 种 ,读者 可 验 证 
宪 们 的 确 满 是 配对 条 件 . 
1. pgalw, 人 =T, wty) ts, Kor= wT, Roan, 
Liw= Rr Ror; 
2. palt, VW) = To Talw ty) + +%, Ro = ToRo, 
Lgs= RRy; 


3. pgalw, Y) = TT, (2 |+y)+s, Kor =—w Row， 


Lo- pe [Ke 
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以 上 三 粗 画 数 用 得 最 多 , 故 对 它们 答 以 特殊 的 符号 ， 下 列 各 租 画 
数 则 应 用 较 少 , 故 不 葵 以 特殊 记号 了 ， 

4. pg 人 9) =—2°° (Wy+1), Kw=epor, Le [2/2**+1], 这 
里 epow 指 在 的 质 因子 分 解 式 中 Po( 即 2) 的 寡 指 数 (注意 epoy 
指 在 z 的 质 因 子 分 解 式 中 Ps 的 冤 指 数 ) . 

5. pg(w, y)=2°.8, Kr=epor, Le 一 epl0， 

此 外 还 有 很 多 , 不 再 一 一 列举 . 顺便 指出 , 1~3 的 配对 酚 数 
是 五 则 而 数 , 而 4, 5 则 不 是 五 则 画 数 ( 因 2* 非 五 则 瑟 数 ), 除 此 之 
外 ,更 复杂 的 配对 图 数 也 有 . 

这 里 将 一 般 地 讨论 配对 丽 数 的 共通 性 质 ， 故 不 但 对 这 五 租 莉 
数 全 部 适用 , 而 且 对 别 的 配对 夯 数 也 都 适用 . 下面 将 首先 引进 几 
个 用 证. 

1. 如 果 29(0, 0) 一 0 (从 而 也 必 有 天 0=0, Z0=0) , 则 部 敲 
配对 画 数 粗 是 从 0 开始 的 . 

2. 如 果 pg (w, 外 恒 到 0, 则 司 亦 配 对 西数 碍 无 零 篇 号 . 

3. 如 果 pg (w, 9) 对 每 个 变 元 ( 另 一 变 元 固定 ) 是 递增 的 , 则 说 
该 配对 汞 数 粗 是 递增 的 (注意; 由 下 面 的 讨论 可 知 ，Kz、 Lz 不 可 
能 递 声 ). 

4. 如 果 29(z, 幼 的 值 穷 尽 一 切 自 然 数 ( 亦 即 每 个 自然 数 均 是 
一 糯 号 ) ， 则 设 鼓 配对 夯 数 得 是 一 一 对 应 的 .读者 试 证 : 配对 阔 数 
组 是 一 一 对 应 的 当 且 仅 当 pg (Kz， Lz) =% 永 里 . 

5. 设 有 两 个 一 元 图 数 4(w)、B(w) ， 如 果 当 4Sz 关 0 时 必 有 
4S%m 一 SAw 及 BS%w = Bz, 旧称 4(w) 对 8(w) 是 平 梯 的 ( 当 A%w 深 步 
递增 时 , Bw 保持 不 变 , 故 名 平 梯 ). 

如 果 Kz 对 Lsw 是 焉 梯 的 , 则 称 该 配对 图 数 租 是 平 梯 的 ， 

此 外 ,还 可 列举 好 些 性 质 , 但 对 配对 责 数 租 , 我 们 只 注意 这 五 
种 性 质 . 

读者 试 证 下 列 儿 条 简单 定理 (1~3). 
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定理 1 性 质 1、2 不 可 第 ; 性 质 2、4 不 可 第 ; 性 质 4、5 不 可 
往 . 此 外 ,如 果 具 性 质 3、4, 则 必 有 具 性 质 二 
因此 ， 在 这 五 个 性 质 中 ， 任 一 配对 函数 租 最 多 只 能 具 其 中 三 
种 ,而 且 如 具 三 种 性 质 便 只 有 下 列 可 能 : 具 (1, 3, 4 ; 或 具 (1, 3， 
5); 或 具 Q2, 3, 5)， 在 上 面 列 举 的 五 和 配对 丙 数 和 中, 第 二 组 县 
(1, 3, 5) ,第 三 租 具 (1, 3, 9; 其 余 三 租 玖 只 具 两 个 性 质 , 第 一 租 
其 (C1, 8) , 第 四 .五 粗 共 (2, 3)， 玄 省 可 和 白 行 验证 . 
定理 2 发 任 答 一 配对 画 数 租 pg9、 长 、 工 , 区 
pg (wv, WD = pglr, 9, Kw=KDr, TV 一 Do 
也 是 一 个 配对 画 数 租 , 它 没有 零乱 号 ,而 且 当 pg 为 递增 时 , pg” 也 
为 递增. 
定理 3 如 果 29、 五 、 了 为 无 堆 梧 号 的 配对 画 数 租 , 则 
pov, y) = Dp9 wv, y), Kw= Kw, LDL'w=LS% 
也 是 配对 图 数 租 ;如 果 29 递增 , 基 29” 也 递增 . 
现在 再 研究 配对 画 数 的 特征 性 质 ， 郎 一 两 数 可 作为 配对 两 数 
的 必要 充分 条 件 . 
定理 4 二 元 西数 f(w, y) 可 作 配 对 合 画 数 的 必要 充分 条 件 
是 : 由 or ws) = ge) 可 推 得 ol， ga) = (ys, 2) . 
证 明 ”必要 性 . 如 有 果 f(%, 功 可 作 配 对 合 画 数 ， 则 必 存 在 配 
对 左 、 右 夯 数 天、 忆 , 使 得 
并 =%, Lf (a, 功 一 儿 
所 以 , 当 f(w1, za) 一 f Yi, %a) 时, 必 有 
mi—Kflv, 2) = Kf(Yy, Ys) =Y, 
Ta— Lf (v1, $3) ~— KF (Yi, ya) 一 2. 
充分 性 起 了 lw, 幼 满 足 折 述 条 件 ,定义 两 夯 数 开 、 忆 如 下 : 
Kx， 当 有 ?9 使 (zc, 9) 满 足 f(x, 9y) =z 时 ， 
任意 预先 选 定 的 4) ， 当 了 (vw, g) 永 ?时 . 
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-位 当 有 42 使 (ve, y) 满 足 f(&, 9) 一 z 时， 
任意 预先 选 定 的 0(%) ， 当 了 (%, 9) 永 关 g 时 . 

由 假设 ,如 果 有 ww、y 使 f(x, 妇 ) 一 z, 卓 只 有 一 粗 (%, Y)， 因此 Kz、 
Iz 必 是 单 值 的 画 孝 , 亦 部 Kz、Lz 是 确定 的 画 数 .由 定义 , 易 知 有 
Kf(r, =r, Tfls, Y) =Y, 

故 f、 攻 、 工 程 成 一 租 配 对 画 数 ,于 是 充分 性 得 证 . 

注意 : 葵 出 画 数 f(w, 9y) 及 z 后 ,未 必 可 以 在 有 限 步 灵 内 葵 知 
了 是 否 能 取 值 >， 即 是 否 z 在 /的 值 域 中 ， 因 此 , Kz、Lz 只 是 在 
古典 意义 之 下 是 确定 的 , 但 未 必 可 以 实际 计算 其 值 。 如 果 预 先知 
道 Ac, 几 有 下 列 性 质 : 

如 果 f(%, 9) 一 2 则 必 z 扎 4), yy 所 B(z)， 
这 时 可 在 4(z) 以 下 、B(z) 以 下 而 检查 f(x, 四 之 值 , 那 未 Kz、 Lz 
的 值 便 可 以 实际 算出 了 (假定 了 (w, 切 的 各 值 均 可 计算 ) . 

还 须 注 意 一 点 , 如 果 f(w, y) 的 值 穷尽 一 切 自 然 数 ， 划 Kz 及 
Lz 是 唯一 确定 的 ， 但 如 果 存 在 有 某 些 >, 使 得 Fe, 9) 恒 z, 则 
对 这 个 ?说 来 , Kz、1z 可 任意 定义 , 放 Kz、 x 也 就 不 是 唯一 确定 
的 了 

定理 5 所 (w)、fs(w) 可 同时 作 配 对 左 、 右 画 数 的 必要 充分 条 
件 是 : 任 答 两 数 za、28, 下 列 联 立 方程 

fi(%)=a, ja) 一 
必 有 解 . 

证 明 ”必要 性 . 如 果 宅 们 可 同时 作 配 对 左 、 右 画 数 , 则 必 有 
相应 的 合 画 数 pg(x, y) ， 显 见 这 时 上 面 的 联 立 方程 至 少 有 一 解 
py (a, 6) 

充分 性 .、 如 果 上 联 立 方程 至 少 有 一 解 ,那么 可 从 

f1(2) 一 2， f(z)—Yy 
的 各 种 根 中 任意 选取 一 值 作为 gz, 9), 例如 可 选 最 小 z 根 . 
显 见 ，29g (2， 9) 必 为 相应 的 配对 合 画 数 ， 定 理 得 证 . 
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注意 : 如 果 诚 方程 租 对 每 个 a、3 均 有 一 解 ， 也 只 有 一 -和解 ， 则 
只 存在 一 个 相应 的 配对 合 男 数 ; 如 采 不 止 一 解 , 则 合 画 数 也 不 是 唯 
一 的 . 对 平 梯 画 数组 而 言 , 苞 方 程 租 必 有 无 笼 多 解 . 

定理 6 (马尔 科 夫 , A，A、Mapg08) ”一 元 画 数 f(z ) 可 作 配 
对 左 《 或 右 ) 画 数 的 必要 充分 条 件 是 : 它 取 任何 一 值 均 无 穷 多 
次 . 

证 明 必要 性 如 果 了 (x) 可 作 配 对 左 画 数 ， 则 必 有 一 配对 
合 画 数 pg (zw, 了 ) ,使 得 fpg(w, y) =z. 起 任 葵 一 数 zu, 由 于 

fpg (v0, 0) =fp9 (0, 1) =fpg (to, 2) = =%o, 
显 见 取得 wo 值 无 穷 多 次 . 

充分 性 . 如 果 f(w) 取得 每 一 值 均 无 笼 多 次 , 邻 定义 一 阔 数 
9 (2) 如 下 : 

从 Jo 一 0 的 无 穷 多 个 根 za 中 ,任意 选 取 一 个 无 穷 子 序列 : 
200，001，003，…， 工 定义 9(zot 一 区 一 般 , 从 f(z) =a 的 无 穷 多 个 
根 zu 中 ， 任 意 选 取 一 个 无 穷 子 序列 : wo got 242,"…， 并 定义 
9 (tat) 二， 对 于 此 外 的 w (未 税 选 取 的 )， 划 g(z ) 可 任意 定 
义 ， 

显然 ,对 于 任 葵 的 4、5, 方程 粗 

fl2)=a, g(r)=2 
必 有 解 (至 少 有 一 解 是 : wav). 因此 , Fo) 、9(z) 便 可 作为 相应 的 
配对 左右 画 数 , 亦 序 jc) 可 作 配 对 左 历数 (至 于 宪 可 作 配 对 右 责 
数 亦 是 显然 的 ) .定理 得 施 ， 

注意 : 由 于 无 穷 子 序列 可 任意 选 定 ， 改 9(z ) 决 不 能 唯一 确 
定 ,相应 的 pg (%, 幼 更 不 能 唯一 确定 . 由 定理 6 还 可 得 出 :只 要 找 
出 了 一 粗 杞 对 画 数组 , 那 末 便 可 作出 无 穷 多 棚 配 对 画 数组 ， 这 是 
因为 从 其 中 的 Kw 中 可 任意 的 找 出 相应 的 配对 右 夯 数 及 配对 合 画 
数 .， 

由 定理 4~6, 便 得 出 了 配对 画 数 的 特征 性 质 . 
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习 是 
1. 将 本 节 未 评 的 定理 群 和 诈 明 之 ， 
2. 对 于 平 梯 配 对 函数 粗 说 来 , 任 a、5, 惜 有 使 得 
ta 了 时 QW+ 们 二 t 而 L(+ =b， 
3. 试 证 : 如 果 pg、、 工 为 一 粗 配 对 疼 数 , 划 
poryr, pomry, pgryy, pg(t, pow, Y)) 
等 都 是 配对 合 图 数 ;就 求 出 其 相应 的 配对 左右 莉 数 . 
4. 斌 枉 下 面 的 三 羡 数 可 租 成 一 一 对 应 的 配对 画 数 租 , 并且 用 简单 的 语 
句 依 述 它 对 二 元 矢量 的 耦 号 的 规律 : 
Je 切 一 (2 二 20)N (一切 十 (2 二 29 十 二 N2CZ-2)， 
gt) =[V wsCEs, 2)+ | 笃 |wsaev， 2)， 


ga(o) 一 [W IN rs( Ee, 2) +| He Ps, 2). 


5. 说 pg 具有 下 列 性 质 : 它 为 配对 合 区 数 , 且 对 任何 a、b, 不 可 能 有 c、a 

满足 
pola, 0) <pg(e, A) <pgla, b) +a 
( 朗 它 没有 别 的 值 在 pg (a, b) 与 pg Ca, 5) +b 之 间 )， 再 用 Ws 表示 名 以 下 
最 大 的 pg 值 ”, 则 
pg la, b)=pgCa, b) +a, Ko~w-Wer, 了 4 一 了 不 3 

亦 粗 成 配对 函数 组 , 是 具 平 梯 性 质 . 

6. 间 下 列 本 数 能 否 作 配对 合辑 数 , 如 可 能 , 试 求 其 相应 的 左右 函数 (只 
求 一 个 ): 

(1) f(z, Y) =2(2y +3); 

(3) f(r, =3"y?; 

(3) flr, 幼 一 (十 四 十 多 2 十 外 

(4) f(x, = m+) + + 二. 

7 间 下 列 印 数 能 知 同 时 作 配 对 左右 贺 数 , 如 可 能 , 试 求 相应 的 合 列 数 
(只 求 一 个 ): 

(1) fi(2)=Es, fa(2)= E(t+[V x]); 


(2) fo)= Es, fal) = ||; 
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(3) f1(%)=Er, fr(%)=E(4x2+32+1), 
8. 试 证 : 答 出 配对 左 画 数 Kw 后 ,相应 的 配对 右 函 数 可 如 下 作出 : 
Lx=D 之 Neq(Ks, Kw). 


9， 问 下 列 丽 数 能 否 作 配对 左 醒 数 ,如 可 能 , 就 求 相 应 的 右 图 数 以 及 合 图 
数 (只 求 一 个 ) 各国 数 的 值 列 为 : 

(1) 0, 0, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 4, 0, »**3} 

(2) 0,0, 1,0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 0, «3 

(3) 0, 1, 0, 2, 1, 83, 0, 2, 4, 1, 3, 5, 0, 2, 4, 6, 1, » 


10. 求 让 Dos 一 | 2) | + KoS Cm Kan) Eon. 
《本题 指出 ,Las 可 用 Kox 及 更 简 疼 数 夫 示 .》 
霸 . 求证 Koz 二 Lolz+2Lov+2)， 
《本题 指 出, Kox 可 用 Lox 及 更 简 酌 数 表示 , 至 于 一 般 的 Kaz 能 否 用 Lux 
及 更 简 陨 数 玫 示 的 问题 ,对 此 今 削 未 知 .) 
12. 求证 : 
(1) Cao 一 | ste 
(2) Rr=L(w i+Sar (Cart+1) +1); 
(3) NE,So=N (LtNLaSe); 
(4) To(Zoxz 二 Y 十 IT 一 NO (a+40 时); 
(5) N25+N2LwtNLSz+N?LSSw) 二 Nsw, 如 把 Ls 改 为 则 如 
何 ? 
13. 就 求 Ki(4pgi(%, 候 ) 及 Li(4pg1(%, 9)); 
一 般 地 ， 斌 求 KaCb2pga (zw, 四) 及 Lo(b?pg9a(%, 9))。 


S 4 有 限 数列 的 表示 
旗 然 对 二 元 矢量 答 了 午 号 ， 那 末 对 色 元 矢量 也 很 容易 给 出 烽 
号 , 这 时 还 无 须 引 大 新 画 数 ， 对 % 元 矢量 编号 的 方法 最 常用 的 有 
下 列 西 种 : 
第 一 种 是 : 
2 一 (Oo *"*, Vn) 一 09002D0I01D90a "PITn -ln 


这 时 
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Kz=m, KIz=%, :, Klrlg=g,1, Te 一 oh， 


故 
R=KEL (QQ<i<n—1l), R=7. 
第 二 种 是 : 
z= (mo, ***, Vn) 一 Dg"ooga0a Zn 一 D9 ot) ， 
这 时 
Lz=%,, LERz=%1, ", LE" l=—p, KY=wo, 
故 


Rk", R=LE": (lI<i<n). 
在 下 面 将 使 用 第 二 种 , 庐 者 应 熟 习 : 
{ LK" ipgWwow t=—m (I<i<n), 
K"pg"wow wn — Wo. 

如 果 引 入 新 洲 数 , 还 可 有 别 的 更 方便 的 表示 法 . 现在 再 介 帮 
两 种 也 很 重要 的 表示 法 , 

第 三 种 是 : 

Z 一 .or(00，021， 0 一 0 一 上 Pr:), 
这 时 
eqi2z 一 必 ， 
故 
Ri=eqt (0<i<n). 

介 狠 第 四 种 方法 之 前 , 先 来 证 明 下 述 引 理 和 定理 ， 

引 理 ”对 于 任 答 的 % 十 I 个 数 &o, 9&1，…, 0 必 存 在 0、4，, 使 

(1) rs(le, 1 十 人 十 二 = (0<i<n), 

(2) d2” 有 C2 (其 中 8 一 max(o 十 %) ). 

三 明 ”没命 s~ maxta+n) ， 划 s>w， sm 取 d=s! (<s: 
27)。 芹 记 圭 十 十 1)q 为 四 ， 则 

宇 1 十 Qd 之 1 十 8 之 a;. 

其 次 , 当 i 关 7 时 ， 人 与 力 的 公 因子 必 可 除 尽 ( 蔽 和 > 用 


多 4 有 限 数 列 的 表示 01 
G+ do— (+tl)d=i—y, 
但 一 了 的 因子 必 为 %! 的 因子 , 从 而 必 为 3! ( 郎 中 的 因子 ， 显然 ， 
di 与 4d 的 公 因 和子 只 有 1, 玖 由, qd; (i 时 ) 的 公 因 子 只 有 十 ， 朗 勾 
与 四 必 互 素 . 故 由 孙子 定理 可 知 : 下 联 立 方程 
rgtw, 1+ G+1)d) =a (0 和 sm) 
必 有 解 ， 取 其 最 小 解 e， 则 断 言 (1) 得 证 ， 
其 次 ,由 于 8! 科 % 委 22,， 故 得 
co<dod pad S24d3d.. (n+2) d= (n+2)1ad" 
Gg (n+2)"+?。 (s! )*2m+ 209 ， 
故 断 言 (2) 亦 得 证 . 
定理 1 任 和 给 ”+ 个 数 eco， cl， …， an， 或 任 答 一 画 数 4(%)， 
恒 可 找 出 一 数 w, 使 得 
rs(Kw, 1+ (+1)Ly)=a (或 =2(?)) (0&i<n), 
而 且 ， 如 果 相 应 于 牙 、 工 的 配对 合 画 数 是 递增 的 (分 别 对 各 变 元 
递增 ) , 那 末 还 可 使 得 
WEPG (20120240 22) (8 一 max (ai 十 mo) )， 
证 明 ”由 上 引 理 找 出 ce. 后 ， 到 ww 一 py (c, 4) 便 满足 定理 的 
要 求 . 
一 般 情 况 下 (例外 见 第 三 章 8$ 5) ,以 后 把 
rs(Kw, 1+ G+1)Lyw) = (Qin) 
的 最 小 根 记 为 seq &, 而 画 数 fr9(Kw, 1 十 十 1) Lw) 记 为 tm ， 
由 或 tmtw， 根 据 本 定理 可 知 : sq a 必 存 在 , 且 永 有 
tr (%, seq oi) 一 toni Sed 4 一 0 (0<i<n)., 
第 四 种 对 元 括 量 的 类 号 是 : 


¢=Jn (ro, 1, """， Ln) =S6q 3 
让 


Ez=tm(, 2). 
当然 , 除 掉 这 四 种 以 外 ,还 有 别 的 许多 条 号 法 . 
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如 果 容 许 %% 为 变 元 , 那 末 Vr 便 不 再 是 两 数 (因为 夯 数 的 变 
元 个 数 必 是 固定 的 ) 而 只 能 是 算 子 , 这 时 把 相应 的 入 号 不 记 为 
J (go, m1，…,， mr) 而 记 为 了 v4, 井 叫做 钢 列 算 子 ,至 于 外, 旭 仍 是 
照旧 , 如 它 依 台 于 n, 则 记 为 尺 (n, $x) , 嘲 做 求 项 男 数 . 

容易 验 诈 , 即使 为 变 元 时 ,上述 四 种 方式 仍然 适用 , 这 时 仍 
有 (第 一 种 从 略 ) : 

第 二 种 : K"pgwm=zo, LK"ingm=m: (lI<i<n); 

第 三 种 : ep ]| Pg -mm (0<i<n); 

第 四 种 : tm seq mr 一 (0<i<n). 

利用 数列 的 表示 法 可 推出 下 述 定理 , 屁 在 今后 有 重要 的 应 用 ， 

定理 2 ( 变 元 归 一 法 或 变 元 增 大 法 ) “ 任 和 给 画 画 数 有 h(n, 2) 及 
Blw, vw, 五 ; ,二 ) , 恒 可 找 出 另 三 个 画 数 g(w, x)( 它 叶 做 的 截 
积 夯 数 ) 及 已 、 方 , 使 得 : 只 要 

U>maxwm, >max 0 

便 有 加 

(1) hln, m) =R, Rsg(U, X), 

(2) Blu, 2, hh, 121), ***, hr, Vr)) 

—B(y, wt, Vi, Vis 7, Yr, Vr, 9(U, TF)), 
(3) Blw, 2, 9 (U1, 0) '**, 9 (Ur, Vr) ) 
=B(w, vt, Ws V1, 0 GU, T)). 

证 明 可 取 gw, 2) = J Jhli, 站 显然， 当 U 之 max 久 ， 
玉宇 max wi 时, (1) 式 成 立 ,从 而 又 有 

Bu vw, hy, wi), (tr ，0r) ) 

~Blu, », RK, Rg(U, X), +, 玉民 .9g(I， 工 )) 
=—B(u, wv, ui, Wi, Ur, Wr, 9(U, 是))，、 

朗 (2 成立 . 优 此 可 亦 (3) , 故 定理 得 证 . 

注意 : 如 果 人 ww 为 &、2 的 函数 , 那 末 还 可 要 求 (2) 及 (3) 的 
右 问 是 了 (vw, 2, g(0, 卫 )) 及 Blw, x, g(U, 2)). 
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由 于 本 定理 中 y 的 起 式 只 是 9(D, 总 ) ， 故 名 变 元 归 一 法 ,又 
由 于 口 、 邓 可 以 任意 给 大 而 (1) ~ (3) 仍 成 立 , 故 又 名 变 元 增 大 法 . 


可 是 
1. 选取 p91、 Ki 了 或 Pp9o、Ko、 Tw 为 所 用 的 配对 区 数 租 ， 斌 求 J (2， 
3, 4) 及 J3(1 ,2,1 之 值 (四 种 表示 式 均 计算 ). 
2. 就 证 : 对 三 元 矢量 可 作 如 下 的 糯 号 : 
Jal2, Y, 2) =273Y(6s+1), 


Rs=epor, For=epiz, 人 一 | (| | -1)/6|. 

3. 斌 证 ;在 本 节 引 理 中 ，4d 可 取 为 (Ct 十 1)h(n)， 这 里 h(n) 为 n+1 以 下 
的 质数 相 雏 积 , 而 %=[Qnax op)] ( 当 %=0 时 h(n) 指 卫 ， 

4. 就 放 : 如 命 

tm i, wrs(Kw, SCELw (KLw: i)) DEWw/SELw]+1), 

出 方程 粗 tm w) 二 a:(0<%<<%) 仍 有 根 , 其 最 小 根 仍 可 取 作 相 记 的 seq at, 

5. 就 用 变 元 妇 一 法 把 下 式 变化 , 找 出 所 引 人 人 的 新 蜀 数 及 新 公式 . 

(1) ht wa) oh re, Ur) 

(2) hw, Bu+w) w+hly, W), 


S5 闪 置 的 化 遇 
在 本 节 , 不 必 假 定 pg、 下、 工 三 个 画 数 均 已 作出 , 为 了 使 本 节 
车 果 可 以 有 更 广 诈 的 应 用 . 我 们 只 假 坑 可 以 作出 下 列 的 画 数 : 
卫 表 Pp9(IT, 了 ; @G 表 29( 开 2 四; 五 表 29(2 LK)， 
于 是 有 : 
G"=pg(K"™, L), 


OF -pg(K", IT) (以 后 记 为 Gh)， 
HF=HG,=»9 (1, LK") 《以 后裔 为 HH,), 
HG"—pg(L, LR":!), ， 


GQ"H,=—p9(K™, LK"), 
HGHsF ~pg(LEK, Db). 
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实际 上 ,以后 只 用 @ 及 万 
如 有 果 再 有 夯 数 亏 则 还 可 作出 
LH,—LE"*, 
LF=I. 
这 些 序 是 本 节 所 羟 常 使 用 的 阔 数 ,以 后 不 再 特别 标明 (如 使 用 此 外 
的 画 数 划 必 标明 ). 
有 两 种 特殊 的 算 子 (实际 上 这 两 算 子 可 用 迭 什 及 画 数 来 表示 ) 
非常 有 用 : 
定义 裔 4 为 和 元 画 数 , 则 算 子 ' 及 * 作用 于 4 的 车 果 分 别 
为 
A'=~A(LKE"™!, LEm-?, ..., LK, L), 
A*=png(L, AR)=pg(L, A(LEK™, LE™, ..., LE?, LKR))., 
我 们 有 下 烈 的 简单 定理 : 
”定理 1 关于 算 子 ， 及 * ， 有 : 
(1) 4 及 永 为 一 元 图 数 ; 
(2) 由 4、 LK'(O<i<m 一 1) 作 (m, 1) 活 置 得 4， 
由 44、pg z; 作 (1, m) 达 曙 得 4， 
由 4、pg、LK'(0<i<m) 作 (m, 1)、(2, 二 ) 潜 询 得 4 
由 如 、pg mr、 工本 作 (1, m)、(1, 了 ) 泊 多 得 4. 
在 pg wi 中 萄 时 移 定 oo 为 zw1, 使 得 它 只 是 ca or 的 茵 数 . 
读者 自主。 可 注意 
A(wi, '**, ti) = A' pq we, 
A LAP. 
定理 2 我 们 有 : 
(1) (A(B, *, Bn))'=A(B, »…, Bh) 
= A'pg"IB' By B,; 
(2) pg'I (BIK)(BRK)... (BKR) 
= BiG Br_10%_1"… BaGa BPI) 
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(8) (A(B, pp Bn)) ”=— AATnp9™T (BIK). (BnK) 
一 A HB GB G1 BG BiG. 
钙 明 试 命 一 4(B1,…，Bm) , 而 庄 Bi 为 ww 元 的 , 则 有 : 
(1) F=f (LE"!, LKR"?,..., LK, L) 
~ A(Bi(LEKE”!, os, L), ， Bn (LKE™, 人 也) 
= A(B!, 0， B',) 
= A'pg™" I BiB Bs;. 
(注意 : 大 体 . 上 可 订 : “1 ”与 p9” 是 互相 抵消 的 .) 
(2) 把 BiG, 先 迭 甘 得 夯 数 29 (J，B;K') ， 然 后 用 数学 归 和 炳 法 
证 明 
偶 基 ;” 当 有 =1 时 , (2) 的 左右 商 端 均 为 29T(B 玉 )， 显 然 成 
YY. 
归 箔 :” 寻 论 情形 h 十 1, 我 们 有 
Bi HiriBi Ha BIH! 
一 pg (TJ,， ByK*t pg 了 (BIK)…(B;KK) ( 归 稍 假设) 
=—py (pIT(BIK): (BK), BirKT) 
pT(BIK)..… (BK) (Bik), 
故 依 数学 归 炳 法 ,2) 得 证 ， 
(3) 注意 4H。=pg(L, 4'K)pg(l, 了 区 人 一 DI( 了 有 ， 4'), 
故 根 据 (2) 得 
A*Hn BGnB’, 1Gm_1% BG! 
~pg(LE™, A')pg"IT (BR).(BnK) 
—pg(LI, A'pg™I(BIK)...(BnK )) 
=pg(L, A(BiIK, ., BnK)) 
=—pg(L, A(B, …, B,) K) 
=—pg(L, (A(Bi, *…, Bn)'K)= (4A(B, .…, Bn))”. 
于 是 定理 得 许 . 
由 (1) 可 知 : (4(B1,…, Bm))” 可 由 4', Bi, …, Bn 根据 
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(2, 1) 及 (1, 1) 迅 全 而 作出 (借助 于 和 常 画 数 p9), 由 (8) 可 知 : 
(A(Bi1,…,， Bm))* 可 由 人，Bi, …，B 根据 (1, 二 帮 址 作出 ( 借 
助 于 常 夯 数 Hi 及 %)。， 租 成 过 程 中 根本 用 不 到 多 于 二 元 的 责 数 ， 
更 用 不 到 (m，m) 兴 冒 (m>>2 或 mn>2) ,这 一 点 是 很 值得 注意 的 . 

定理 3 如 果 开 、 可 由 历数 41,…，A4; 作法 置 而 得 ， 则 
pg( 用 ', 和 N') 可 由 本， 4;, 了 ,GBG, 她 作 ( 必 也 帮 置 而 得 ， 如 
如、 为 一 元 , 29(4 六) 亦 可 同 法 得 到 ， 

征明 有 了 万 G、 志 , 即 可 得 9 及 互 。， 从 而 利用 定理 2(3)， 
因为 有 以、VW 可 由 4， …， 4 作 迭 置 而 得 ， 故 弄 * AN 即 可 由 41， 
玉民,) 作 (1, 卫 迭 秆 而 得 ,但 注 准 于" 一 Dg (三 ， ME)， 
和" 一 pg(L,，N'K), 故 

Npg (KE, DM'F ~p9(L, N'K)pg(L, M'K)pg I, T) 

—p9(M', N'). 
如 果 及、 为 一 元 , 则 Mr = MT NW'=NL, 故 

pgM', NP =pg9 ML, NL)pg (TI, IT)=p9( NM, N). 
定理 得 证 . 

推论 1 如 果 戏 、 交 可 由 夯 数 工 到 、 工作 泛 辆 而 得 ， 则 
P9 (及 ,和 N) 可 由 p9(LK, KL)、p9(L, 了 作 (1, 1 达 舍 而 得 . 这 
里 的 Pp9( 工 , 了 ) 还 可 换 为 pg (J, 五 ). 

证 明 由 定理 3, pg(M, NW) 必 可 由 I*(=pyg (也 TLK))、 
KE*(=pg(L, KLE)). F(=pg(L, LLK))、 8. GH 作 (1, 1) 
从 里 而 得 . 容易 验 放 ,这 些 均 可 由 28( 工 区， 开 也) 及 pg (LK, 了) (或 
29 (I, 五 力作 出 ， 

推论 2 如 果 开 、AW 可 由 橘 数 工 站、 二 、29 作 潜 让 而 得 ， 则 
29(0M7 了) 可 由 pg(LK, KL)、pg( 上 , 了 ) (或 pg (TIT, 尺 ) 及 
p9*( 一 pg (LL, pg(LK?,， LK))) 作 (1, 1) 兴 器 而 得 ， 如 以 、W 为 一 
元 画 数 ， 基 pg 六) 也 可 由 蔽 三 画 数 作 (， 忆 迭 蛋 而 得 ( 雍 者 
自 证 ) . 
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算 子 ' 与 * 还 有 更 大 的 用 处 ,这 便 是 在 迭 攻 的 化 归 ( 及 后 面 将 
雯 到 的 算 子 的 化 归 ) 方 面 . 

定理 和 (和 迭 慎 第 一 化 归 定 理 ) 如 果 已 经 作出 画 数 LK'i 及 pg、 
20"2101 9， 则 一 般 的 (mm 由 和 迭 秆 可 化 归 为 (, 1) 撑 三 及 下 出 的 
特殊 形状 的 失 置 : 

Cm 1 ，( 人 1: 把 LKiI(O<i<m 一 1 或 0<i<n 一 ]) 代 大 
到 m 元 (或 % 元 ) 丙 数 去 ; 

(2”, 1); 把 一 元 聊 数 代 天 到 画 数 pg 去 ; 

Qn ; 把 画 数 py9"wiz1…tr 代 大 汉 一 元 画 数 去 ， 

证 明 刷 利 用 (> %) 尘 什 由 宗 元 画 数 4 及 宗 个 人 元 画 数 
Bi,…， Bm 而 作 4(B1,…，Bm). 令 疏 用 下 壕 过 程 : 

由 4 与 LKi(0<i<m 一 1) 利 几 (m, 41) 过 罩 作 A 人 

由 BiSm) 与 LKIi(0<jSn 一 1) 利用 (rm, 1”) 达 置 作 
B:, …， 万 

由 29 与 庄 B; 利用 (2”, 1) 友 辕 得 pg*B1Bi…B,. 

由 4' 与 pg"B1B1…B 作 (1, 1) 友 寺 得 4pg”B1B1…B,， 依 
定理 2 可知 该 责 数 即 (4 (Bi, …,，B»,))". 

由 (4(B1,…,， Bn))' 与 pg”riwi*wn 作 (1, wr) 兴 置 即 得 
A(B1, ***, Bm). 

故 知 (m,; mn) 兴 填 可 代 以 上 述 各 迭 置 ( 当 所 提 到 的 各 丙 数 可 利 
用 时 ) ,定理 得 证 ， 

本 定理 所 提 汉 各 迭 喷 中 ,至少 有 一 夯 数 的 变 元 个 数 志 2, 而 且 
除 (1, 已 泛 置 外 , 其 余 四 种 泛 置 至少 有 -~ 处 《已 用 星 号 标 出 ) 只 作 
用 于 特殊 的 画 数 . 

定理 5 ( 迭 置 的 第 二 化 归 定 理 ) 如 果 画 数 忆 、G、 瓦 、 艺 及 
Pp9 .02920000 蕊 沟 作 出 , 刚 一 般 的 (om%) 达 置 可 化 归 为 (1 轩 迁 
伟 及 Gm, 1 、 1 、(2”, 1")、(1, 0) 迁 钾 . 这里，(2 二) 和 迭 
蔷 是 指 把 工人 大 29 的 第 一 变 元 而 把 一 元 图 数 代 人 pg 的 第 二 变 
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元 . 

证明 设 由 (m, n) 达 置 作出 4(B1,…，, Bn), 下 文 暂 记 为 了 . 
今 改 用 下 列 过 程 . 

由 4, Bi …,， Bn, 了 本 ss 或 开 和 雪人 利用 (mm，1) 及 
(nm, 1") 迭 置 作出 4'KK, PIK,…, BK， 再 由 它们 及 wp9 利 用 
(2*, 1 可 作 29 (TIT, A'K)、 pg(I, BK) (1 <&i<m). 

由 了 了、G. 瑟 利用 (1, 1) 湛 叶 可 作 pg (LK, 荆 ) ,由 wo9(LK, DD) 
及 pg(I， A'KK) 、pg(I,， BiK) 利 用 (1, 1) 氨 吐 可 作 

A*(=pg(L, AK)~pg(LK, L)pg(T, A'K)) 
及 
Bi: (1l<i<m). 

由 4 、 记 及 及、Gi (其 中 1<i<m) 利用 (1, 上 和 挝 置 可 作 
(4A(Bi,…,， Bm))*, 而 人 久 及 Hm 可 由 了 .、G. 互 利用 (1, 1) 江 让 
作出 . 即 广 可 以 作出 . 

由 于 娘 = 卫 广 忆 ， 故 它 可 利用 (4, 41) 迭 慎 作 出 . 

由 户 及 pg"wvivi…wn 利用 (1, 和) 迭 置 可 作出 也 序 可 以 作出 
44B，…， Bm). 于 是 定理 得 证 . 

第 二 化 归 比 起 第 一 化 归来 ,只 是 把 (2*, 1) 涝 仍 再 化 归 为 (2*， 
1”) 沈 荔 ， 表面 看 来 ， 改 进 之 处 极 微 ， 但 实际 上， 第 一 化 归 中 的 
(2 1) 迭 嘲 用 于 由 4' 及 庄 BB 而 作 (4 (Bi1,…，Bwm))' 的 过 程 中 ， 
而 在 第 二 化 归 中 , (2*, 1*) 只 用 于 作出 4* 及 的 过 程 中 ， 但 当 由 
4 及 诸 记 而 作 (4(B1,…，, Bm))* 时 , 却 只 用 到 (1, 切 迭 填 ， 这 
一 点 微小 的 区 别 , 却 发 生 了 所 大 的 影响 ， 

原来 ,通常 要 确定 (或 答 出 ) 一 个 画 数 时 ,总 是 采用 答 出 命名 式 
的 方法 , 指出 鼓 画 数 作用 于 彼此 不 同 的 变 元 时 所 得 的 和 结果; 例 如， 

命 


Ji， wa, 03) 一 (v1° mat Wa Wa) N (V1 =.%2) y 


$5 选 置 的 化 归 69 

但 是 ， 现 在 诈 已 证 明 yj 与 户 可 以 彼此 百 相 定义 ， 故 此 尽 可 以 利用 
广 来 确定 疡 即 可 以 说 

命 

f= (LE LEK+LKE.DN(LKRI:LK). 

的 确 , 使 用 了 ' 与 使 用 下 的 命名 式 了 (wi, za zs) 是 同样 的 方便 ,而 且 
是 同样 的 易于 了 解 的 ， 

同样 ， 妍 然 广 与 卫 也 是 可 以 互相 定义 的 , 当然 也 可 以 利用 万 
来 确定 了 , 朗 亦 可 以 说 

命 

f=pg(L, LES. LE?+LEKE?LK)N(LEKS:LK’)), 
它 昌 草 较 不 直观 ,但 同样 地 易于 运算 、 易 于 理解 . 

如 果 狗 定 , 除 画 数 pg 外 的 其 他 多 元 范 数 了 均 以 扬 为 代表 ， 
“ 答 出 了 4” 即 指 “ 答 出 f”,“ 求 产 序 指 " 求 1”, 这 时 ,由 条 而 化 1” 
及 “由 产 而 化 回 f ”的 过 程 便 根本 无 用 ,因而 上 述 第 一 化 归 过 程 中 
的 Cm, 2) 、 站 )、( Ww) 三 种 迭 欧 便 根本 无 用 ， 故 有 : 

定理 6 ( 兴 车 的 第 一 化 归 定 理 的 修整 ) 如 果 除 二 元 画 数 pg 
以 外 , 别 的 多 元 男 数 了 均 改 用 户 作 代表 (一 元 功 数 f 仍 用 了 本 身 )， 
那 末 只 使 用 (1, 1) 迭 置 及 (2*, 二 和 迭 慎 便 足够 了 , 后 者 指 的 是 把 一 
元 画 数 代 人 到 pg 中 去 的 迭 舍 . 

同样 遵 理 ,又 得 

定理 了 ( 迭 贰 第 二 化 归 定 理 的 修整 ) 如 果 一 切 多 元 画 数 三 均 
包 广 作 代表 (一 元 夯 数 了 仍 用 本身) ， 那 末 当 五 、G、 已 已 才 作 
出 后 , 只 使 用 (1, 1) 迭 慎 便 足 够 了 . 这 时 所 使 用 的 函数 可 限于 一 
元 夯 数 ， 

由 定理 7, 可 裔 是 已 把 迭 蔷 化 归 到 最 简 了 . 

此 外 ， 使 用 产 或 产 来 代替 了 的 命名 式 还 有 一 好 处 ， 如 果 使 
用 的 命名 式 又 粗 把 迭 置 化 归 为 (m, n) 迭 冒 ,这 就 必须 别 用 广义 
么 画 数 
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Trn ti1, Wa, 7, tm) 一 Oo (ln<m), 
由 于 m%、% 可 为 任意 正 整 数 (只 须 n<<m 便 成 ) , 故 广 义 么 丽 数 有 无 
穷 多 个 ， 如 使 用 户 或 户 , 那 末 广义 么 范 数 可 限于 公 画 数 了 工 便 够 了 
( 因 这 时 一 切 逃 秆 均 化 为 (1, 1) 及 (2”, ， 所 以 只 用 么 画 数 便 够 )， 
这 时 广义 么 画 数 不 至 有 无 穷 多 , 
常 值 画 数 Cs(%) 还 是 有 无 穷 多 个 的 ,但 只 要 引入 
0(w)( 需 画 数 ) 、 Sx (后 继 醒 数 ) ， 
居 一 切 常 值 画 数 均 可 表 出 了 .由 于 堆 画 数 与 后 继 藩 数 可 表示 常 值 
尔 数 ,因此 舍 后 便 把 广义 么 责 数 、 需 阔 数 及 后 继 画 数 三 者 合 称 本 原 
男 数 . 本 原画 数 在 今后 的 讨 葵 中 起 着 很 大 的 作用 . 


习 是 


”1. 试 证 本 节 中 从 未 尽 和 证 明 的 定理 ， 特别 地 , 评 秋 证 明定 理 3 的 三 个 

推 花 ， 

2. 虽然 由 4 而 作出 4' (或 4*) 时 必须 使 用 泵 数 pg 及 (2*, 1) 迭 上 置 , 但 
由 4* 而 作 4** 时 却 只 使 用 以, 1) 迁 甘 便 足 够 了 〈 须 借助 于 若 于 个 一 元 画 
数 ) ， 试 群 鼻 诈 明 之 . 

3， 武 用 40 表 09(T， 4'K'), 用 45 表 pygCLKi, 4') (从 而 40=40)。 
设 任意 固定 一 个 1 (例如 ,可 固定 1 为 0, 或 固定 1 为 2, 等 等 ), 求证 : 

(1) 在 4、4” 4D、44 四 者 之 中 ， 由 任意 之 一 可 以 出 其 余 三 考 〈 把 
所 须 利用 的 画 数 及 进 区 明白 写 出 ,以 下 各 题 间 ); 

(2) 由 45 及 BS 可 作出 (4B)(( 当 和 4 为 一 元 时 ), 或 由 A456 及 Bli,…， 
BG 可 作 (4CBi, …，Bm))5( 当 4 为 mr 元 时 ); 

(3) 由 4 和 及 BD 可 作出 (4B)9, 由 各 及 BP,…,B 可 以 作出 
(ACB1, '**, Bm))™; . 

(4) 斌 再 任意 固定 异 于 1 的 另 一 数 7 试 证 : 44、 49、4D、47 四 者 之 
中 由 其 一 可 定义 其 余 三 者 . 

4: 设 及 NN 均 由 I、K、 工 氨 茵 而 得 ， 且 NN 非 开 的 尾部 (部 到 不 能 玫 
成 8N 之 形 )， 求 证 ; 利用 若干 丽 数 及 六 证 ( 详 和 指出 它 ) 后 , pg( 让 ,AN) 与 
pg( 芝 ,4L) 可 互相 定义 . 

5. 设 M、N、4 雹 由 TI 玉 、L 洋 功 而 得 ， 且 无 一 苑 数 为 另 一 加 数 的 尾 
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部 ,求证 | 
POMNOY, pM, pg9CN, O)) 

的 每 一 个 , 均 可 与 pg*( 一 pg(L, p9 《ZKR?, LK))) 互相 定义 (在 若干 国 数 与 迭 
兽 的 配合 下 ). 

6. 如 果 下 1=0 成 立 ， 斌 由 

pg(LR, KL), pg(l, SO0), pg(K+EL, 1) 

而 定义 下 列 各 融 数 : 

(1) pg(L, DD; 

(2) pg (KR + EL, La); 

(3) pgC80, 1L); 

(4) pg SK, L); 

(5) pgt0, L); 

《6) pg(L, EK); 
如 再 尤 许 用 pg9CN?KL, 玉 , 工 ) , 斌 定义 

(7) pg(SL, K); 

(8) pg(N2KSL. EK, SL). 

7. 尽管 pg(K, 了 = 并 非 对 每 种 配对 医 数 均 成 立 ， 但 是 ， 对 任何 配对 
档 数 粗 恒 有 

pg(K, L)pg CM, N)=pg(M, N), 
pgM, N)pg( KE, L)=p9(M, N), 

对 第 二 式 还 须 假定 及 、N 只 以 五 、 工 之 一 为 最 末 字 母 . 
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8$ 1 摹 状 算 子 与 求 计算 子 

本 章 准 备 对 算 子 作 进 一 步 的 研究 ,为 此 , 须 再 介 帮 两 类 很 重要 
的 、 应 用 很 广 的 算 子 : 草 状 算 子 与 递归 算 子 . 本 节 先 介 帮 前 一 种 ， 
后 一 种 将 在 下 节 内 介 灵 ， 

通常 把 定义 一 画 数 的 方法 分 成 显 式 定 义 及 隐 式 定义 两 种 ， 所 
锅 隐 式 定 义 ， 是 指 利用 已 知 责 数 作 成 一 个 方程 《代数 方程 或 微分 
方程 或 别 的 方程 ) ,再 由 该 方程 而 定义 一 个 新 男 数 的 方法 ， 例如 利 
用 减法 与 铁 法 可 作出 方程 

儿 一 中 一 0， 

再 由 该 方程 解 出 y. 根据 数学 知识 可 知 , 在 实数 范围 内 , 任 葵 一 个 
zs 恒 有 一 个 也 只 有 一 个 满足 该 方程 .因而 该 方程 式 便 把 y 确定 
为 4 的 一 个 画 数 , 序 V 2”; 用 数理 静 辑 中 的 记号 亦 可 把 该 画 数 记 
为 Wy (9 一 2 一 0)， 

当然 , 隐 式 定义 井 不 也 于 只 用 方程 定义 新 洲 数 ,也 可 以 使 用 任 
意 一 个 条 件 来 定义 新 面 数 . 事实 上 , 任 答 一 个 有 关于 2 的 条 件 ,其 
中 尤 许 含有 别 的 变 元 (例如 m1，%2,，…，%r 等 )， 可 记 为 A(w1,，…， 
zr， Yy) .利用 这 条 件 将 可 以 确定 “满足 4(or， oo 急 的 如 
果 对 任意 的 2 82, ,人 证 来 , 均 有 一 个 也 只 有 一 个 Y 使 得 
4(o 0 胃 成 立 , 那 未 “满足 4 py， oo 胃 的 9 便 是 叭 一 
地 确定 的 ， 即 它 必 随 21,…, or 的 确定 而 确定 (一 般 地 ， 也 随 入 ， 
wn 的 改变 而 改变 ) ， 换言之 , 它 便 是 ，,…, ww 的 画 数 . 使 用 
数理 涟 辑 中 的 记号 , 该 责 数 可 记 为 W4(o，…，w， Y) ， 例 如 , 通 
常 对 极限 的 定义 是 : 
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和 输出 画 数 .Fo 、 一 数 4 及 一 数 1 后 ,如 果 : 

任 答 s>0, 恒 有 一 数 9>0 存 在， 使 得 只 要 

0< lz 一 xl|<8， 便 有 | Fo) 一 玫 <8， 
我 们 便 襄 是 了 (x) 在 %=& 点 的 极限 ， 训 为 

lim f (w) =1. 

从 < 任 答 se>02 起 ,到 “| Fo) -下 一 所 止 , 便 是 一 个 含有 1 (相当 于 
上 面 的 急 的 条 件 ， 该 条 件 中 还 含有 别 的 变 苑 了 及 & (相当 于 上 面 
的 21、Y2) .因此 ,通常 关于 极限 的 定义 ， 实 际 上 也 是 一 种 隐 式 定 
义 , 即 利用 一 个 条 件 来 把 二 极限 ) 定 义 为 了 及 & 的 画 数 . 

就 通常 的 数学 用 语 说 来 , Wy4 (wi1,…,%。, 2) 便 是 隐 式 定义 ， 
在 数理 滔 辑 中 则 把 WA4 (wi1,，…, %, 9) 叫做 莫 状 式 , 令 后 我 们 也 把 
数学 中 所 说 的 隐 式 定义 叫做 人 幕 状 式 . 

如 果 对 任何 $1,…, % 这 来 , 均 有 一 个 也 只 有 一 个 y 满 足 
4 pp 0 9)， 那 末 便 届 4 好， y) 就 具有 存在 性 及 
唯一 性 ,简称 “4 (mi,…, wn, 9) 就 满足 存在 唯一 性 条 件 ”， 这 时 
相应 的 草 状 式 WA (zi, …, or 扩 叫做 正常 草 状 式 . 

正常 幕 状 式 在 使 用 上 是 没有 疑问 的 ,但 是 : 当 4 (v1,…，, zn, 9) 
不 满足 唯一 存在 性 条 件 时 能 未 能 使 用 摹 状 式 邮 4 ,2,,9)? 
如 使 用 又 该 怎样 使 用 ? 

当 4 (wi,，…, %4，9) 不 满足 存在 唯一 性 条 件 时 ， 不 外 两 种 情 
沁 : 其 一 ， 有 2 但 不 止 一 个 Y 使 4 成立 ; 其 二 ， 根 本 没有 2 可 以 
使 4 成 立 . 

对 于 第 一 种 情况 ,一 - 般 都 添加 一 些 新 条 件 , 使 得 同时 满足 原 条 
件 4(cz 2 9) 及 新 条 件 的 yy 有 一 个 也 只 有 一 个 ,这 样 便 可 利 
用 合并 条 件 来 进行 隐 式 定义 了 . 例如 ,在 实数 域 中 ,满足 2* 一 2 一 0 
的 数 不 止 一 个 ， 我 们 便 附 加 条 件 “>0”，, 这 时 满足 “w? 一 2=0 且 
z>>0” 的 4 便 有 一 个 也 只 有 一 个 了 ,我 们 便 用 \ 2 表示 这 个 根 (这 
便 是 数学 中 定义 算术 根 的 方法 ) ， 又 如 满足 微分 方程 的 画 数 通 当 
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不 止 一 个 , 我 们 便 附 加 条 件 (所 谓 初 始 条 件 或 边界 条 件 ) 以 使 其 根 
唯一 . 

当然 , 这 种 办 法 林 必 猎 常 可 以 实施 ， 在 数学 中 当 无 法 区 别 某 
方程 的 各 根 时 ， 常 常 合并 寻 褒 而 不 勉强 区 别 什么 主根 或 非 主 根 ， 
不 过 ,在 递归 而 数论 中 ,我 们 是 有 一 个 固定 的 很 简便 的 方法 来 添加 
条 件 以 保证 唯一 性 的 ， 我 们 知道 , 只 要 有 2 使 A4(z1,…, 2, 四) 成 
立 , 则 在 这 样 的 y 中 必 有 最 小 的 一 个 (这 便 是 有 名 的 最 小 数 原理 ). 
因此 , 只 要 有 YY 使 4(wi,…, za, 9) 成 立 , 那 末 便 有 一 个 也 只 有 一 
个 9 使 

4(oi yy) 有 是 Y 最 小 ” 
成 立 , 亦 序 使 下 式 成 并 : 

A(t YE 如 yA, py， a )”. 

换 名 话 膏 , 如 果 找 的 是 最 小 根 , 那 末 在 递归 曾 数 诅 中 , 只 要 一 
条 件 有 根 , 那 未 它 便 有 唯一 (的 最 小 ) 根 .根据 数理 沸 中 的 习惯 计 
法 ,可 用 yh tw1，…， wr, 9) 表示 使 4 (81，…, mx, 9y) 成 立 的 最 小 
的 9g。 如 果 任 答 和 …， 4,, 恒 有 g( 未 必 瞧 一 ) 使 A(81,…, 4% ， 切 
成 立 , 我 们 便 把 wy4 (wi,…, wn, y) 看 作 正 常 摹 状 式 . 换言之 , 对 
于 wy4(c cn Y) 襄 来 ,其 正常 性 只 要 求 4 满足 存在 性 条 件 ， 
不 必要 求 它 满 足 唯一 性 条 件 . 

对 第 二 种 情况 , 却 较 难处 理 了 (不 答对 一 般 数学 言 或 对 递归 画 
数 葵 半 , 都 是 较 难 处 理 的 )。 由 于 具体 情况 的 不 同 , 下 面 答 出 三 种 
方法 : 

(1) 当 44c 0， 9) 不 满足 存在 性 条 件 时 ， 拒绝 使 用 
4 2 0) 或 yd oo 有名. 因此 凡 和 被 使 用 的 幕 状 
式 都 是 正常 摹 状 式 . 

这 种 态度 当然 最 妥当 , 粗 不 会 出 毛病 的 ,只 是 太保 守 了 ,会 未 
失 许 多 有 用 的 画 数 . 死 其 是 ， 如 果 由 于 4 0 Y) 只 在 
(21 z) 一 个 地 方 多 缺 存 在 性 , 便 把 整个 jy4Cwi,…, rn, 员 弃 
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证 不 用 ,未 齐 有 所 不 当 . 

(2) 当 4(w1 …，m， 功 不 满足 存在 性 条 件 时 ,仍然 使 用 相应 
的 莫 状 式 . 但 如 果 没 有 使 和 (23,，…, wn, Y) 成 立 ， 便 适当 地 指 
定 一 值 作为 新 丽 数 在 (只 ,…, 吧 ) 的 值 (例如 ,指定 工作 为 01 的 值 ， 
在 射影 儿 何 中 指定 无 笔 远 点 作为 两 太行 六 的 交点 等 等 )， 

这 种 补充 定义 的 方法 当然 很 好 , 但 是 ,一般 谣 来 , 补充 定义 后 
的 新 画 数 往往 具有 很 多 我 们 不 喜欢 的 性 质 (例如 ,新 画 数 往往 是 不 
可 计算 的 ) ， 当 出 现 这 种 情 刀 时 ,还 是 宁可 不 补充 定义 

(8) 当 4 (ew1,…,ww, 胡 不 满足 存在 性 条 件 时 , 亦 使 用 WA (wi 
或 jy4 (vi,…,%n,9) ,但 如 果 没 有 使 十 oo 切 
成 立 , 我 们 便 说 新 丽 数 在 (wf，…, zt) 处 没有 定义 。 例 如 , 数学 中 
通常 认为 二 在。 一 0 处 没有 定义 , 某 些 面 数 在 2 一 4 处 没有 极限 等 
等 ， 这 个 方法 有 很 多 优点 ,而 最 大 毛病 是 : 这 时 所 对 论 的 画 数 (所 
谓 部 分 夯 数 ) 不 能 处 处 有 定义 ,对 它们 (部 分 画 数 ) 的 时 论 往往 较为 
复杂 ,初学 者 是 较 难 接受 的 . 

在 本 书 的 前 牢 部 分 中 ,我 们 采用 第 一 种 办 法 , 邹 只 使 用 正常 
状 式 ,到 后 牢 部 (开始 计 洽 部 分 画 数 时 ) ,我 们 便 用 第 三 各 方法， 六 
者 只 须 记 牢 ,除非 明白 声明 ,否则 总 是 使 用 正常 共 状 式 ， 也 就 是 
说, 必须 证 明 4(w1,…, ww 拉 满足 唯一 存在 性 条 件 后 才 使 用 
WA(mi，*…， Zn， 9) ; 必须 证 明 44(w1，…, %。, 满足 存在 性 条 件 后 
才 使 用 pyA (zi, oo Y). 

4 (m4 …， wm, 的 井 非 面 数 而 是 “条件 ”， 或 是 含 1，…，, wo, 9 
的 语句 ， 因 此 由 、 Jy 并 不 是 从 旧 画 数 而 造 新 而 数 的 算 子 ,而 只 是 
从 请 句 而 造 画 数 的 “ 准 算 子 ”这 点 是 不 够 方便 的 。 对 此 ,下 面 将 加 
以 改进 ， 注 意 到 每 一 个 应 名 4 都 对 应 于 一 数论 面 数 ( 邵 它 的 特征 
西数 ct4) , 使 得 

4 成 立 当 且 仅 当 of4~0， 
因此 ,显然 有 ( 识 把 ot4 (0 …, oo 9) 认为 (oy oo 只 ): 


76 第 二 章 算 子 

WA lv, Ln, Y) = Ya (re, oo Y) =0], 

YA (wi, ao Y) = uy Lavi, oo Y) =0]. 
再 注意 到 方程 式 了 (x) =0 的 根 往 往 双 中 做 责 数 fw) 的 等 点 ( 即 : 
对 方程 式 改 来 吓 做 根 ,对 写 左 映 的 画 数 必 来 则 叫做 雳 点 ) ,因此 ,如 
果 用 “rt 表示 “唯一 的 y 震 点 ， 用 tf 表示 芯 小 的 y 需 点 , 那 
未 又 有 


WA(Ti, °°, wn, Y) =—rtua (on 0, Tn, VY), 
WYA(m1, ee, Wn, Y) -rtia(o 0 
而 ta" 及 失 t 都 把 旧 丽 数 变 成 新 半数 ， 是 惧 正 的 算 子 ,它们 便 几 
做 车 状 算 子 或 (不 受 限 ) 摹 状 算 子 . 

rtu、 rh 有 一 特点 , 兹 只 有 作用 变 元 9 而 没有 新 添 变 元 , 因此 
当 它 作 用 于 一 元 丽 数 了 ( 细 时 便 只 能 得 出 数值 而 得 不 出 责 数 , 故 它 
便 是 通常 所 说 的 泛 档 (但 下 文 仍 把 它们 吓 做 算 子 ). 

如 要 求 处 处 有 定义 且 可 计算 , 则 不 论 zt 或 TH 都 不 能 无 条 件 
使 用 (必须 先 证 明 存 在 唯一 性 条 件 或 存在 性 条 件 ) , 因此 在 递归 男 
数论 中 , 烃 常 使 用 另 一 种 莫 状 算 子 , 即 受 限 章 状 算 子 .我 们 知道 ， 

4 9) 或 y= 
必 满 足 存在 性 条 件 ( 至 少 有 一 9 根 为 急 ， 亦 即 下 画 数 必 有 2 乡 需 点: 

CO Pn, Y) Ca20) ， 
因此 ,对 宅 们 必 可 使 用 wy 或 班 而 得 : 
uy (A WY Y=， 

rtiLe (wy, ,ns 切 (9 人 区]。 
后 者 让 为 ?ti of …， zw 妨 ，z 便 时 做 受 限 莫 状 算 子 或 受 限 
(于 zx 的) 到 状 算 子 . 

rt 是 可 以 无 条 件 使 用 的 ， 即 不 论 (4%1,…, %, 切 是 什么 样 的 
殉 数 ， 均 可 实施 zr 而 得 一 个 新 画 数 ,无 须 先 作 唯 一 存在 性 证明 ， 
也 无 须 先 作 存 在 性 性 守明 . 

定理 ”如果 jc， zr, 9) 在 入 以 下 有 Y 震 点 , 则 rtif (w1, 


$1 擎 状 算 子 与 玉 逆 算 子 好 
9) 恰巧 等 于 fw1,，，…， wn, 9) 的 最 小 9 和 需 点 ;如 果 下 (81,…， 
rn 9) 在 以 下 没有 Y 零点 , 则 rti f(t1, …, 0 9) 与 人 相等 ， 
这 定理 是 rti jz …，zo， Y) 的 一 切 性 质 的 根据 ， 由 这 定理 
可 知 ,如 果 rti fw, an =2 而 4<vw, 则 f(z ,ny9) 忆 在 妈 
以 下 有 YY 需 点 , 且 最 小 9 需 点 便 是 . 如 果 弄 了 na， 0 Y) 
一 4， 则 fo，…，0o y) 有 没有 2 需 点 不 可 知 ， 但 如 果 有 2 需 点 
的 话 , 它 必 不 会 小于 
还 用 rta ftw, …, Vw, Y) 表示 了 在 % 以 下 的 唯一 9 零点, 用 
rta 了 ea …， oo Y) 表示 在 % 以 下 的 最 大 9 零点 (如 果 存 在 的 
新)， 否则 rtuf 及 rta 了 可 随意 指定 (或 指定 为 ,或 指定 为 0, 或 
指定 为 别 的 固定 的 夯 数 ; 为 统一 起 见 ， 本 书 中 鹊 定 : 当 在 % 以 下 
Jo) 无 震感 时 ，riay 2) 及 rtaf(w) 均 指 久 ). 
此 外 , 双 引 和 下列 的 求 递 算 子 : 
inv f (Yi, …， gu 9) 表 rt [Ff (81, 1, a YW (1) 


~ 
inV 了 (oa “Vn, y) 表 Tti[ (m1, 机 vy) 2] ; (2) 
yom 


yn, 4) 
uny 及 dnv 优 此 (只 须 把 禅让? 改 为 ‘Tta”). inv f(y) 表 示 使 了 (%) 
取 值 % 的 那个 最 小 的 y， 因 此 妈 得 : 

rti f (1, Wn, Y) =iny f (%, ,ny OW), (3) 

从 {1)、 (8) 看 来 ， iny 与 z 作 五 可 互相 表示 ; 但 类 完 起 来 ,用 攻 素 示 
iny 时 , 须 多 容许 一 个 参数 ( 见 (1) ) 4， 且 须 借 助 于 新 画 数 “… (或 
eq) , 用 iny 表示 中 时 , 训 无 须 新 添 参数 也 无 需 借 助 于 新 西数 ， 

当 了 无 参数 时 ， unv f(t) 即 通 党 的 f°*(w); 当 有 贿 数 时 ， 
uny f (vu, é) 亦 可 勉强 写 为 六 :Go)， 


习 题 


1. 指出 下 列 幕 状 式 没 有 定义 的 情形 ， 当 有 定义 时 , 斌 将 它们 裘 成 熟知 
的 图 数 : 
(1) rti (xy); 
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(2) rti Ce 人 十 的) 
(3) :ti (Wet); 
(4) zti (t+ ty); 
(5 rt Nrs(w, 107); 
(6 rti (2%.-107); 
(7) rti (a-—btt2)., 
-十 万 


7 


Yo 


2. 试用 tii flo, "Tn, y) 表示 : 
当 了 在 w 以 下 有 YY 零点 时 , 则 指 最 小 y 堆 点 ; 
当 了 在 Ww 以 下 无 y 零 点 时 , 旧 指 了 Cm， …, 2, wm) (图 数 5 预先 固定 )， 
就 : 
Tf Cm, "Vny Y) =rti(f Ce ny YY 1)). 


反之 , 利用 1 性 亦 可 以 定义 三 (on …; ory 扩 ). 
3. 就 证 Tta /cr 1 ny Y) Ye z 习 or ons4- 的 ( 当 有 雳 点 时 ) ， 
4. 试 求 I gt(z) ， 如 不 易 求 其 显 式 ， 则 求 当 2<100 时 ， ti yw) 的 最 
大 侍 ( 先 求 46=1 的 精 形 )， 
(1) g(t)= Bor; (2) go)=Lup; (3) g(2)=Lav; (4)9(2) = Lar 
5。. 就 证 : | 
(1) wy [fit ey Bry 从 一 户 (0 Ts YJ 
=rtiL f(r ey Ry YD fst1, 1 Py, W)] 
= eq fri1y «7, Drs Ys foamy Dry Yi 
(2) wyEfiCe 7 ry YD Efalm1 0 Try OD) 
=Iti(fi(m, 0 ry YE fa D1 ey Try y)). 


$2 厂 凡 算 于 
递归 算 子 可 发 是 原始 复 挝 式 与 渤 画 筑 子 的 推广 . 
试 就 原始 复 迭 式 而 论 ， 当 答 出 一 画 数 /xc) 后 , 可 利用 原始 复 
泛 式 而 造 出 下 烈 面 数 ( 命 9gGw 2) 一 itr 了 (6)): 
(0 0) 一 
yu, 1) 一 0) ， 
gw, 2) =ff (W) ， 


$2 递归 算 子 79 
7(0 8 一 Fo， 等 等 . 
当然 , f(z) 中 可 另 有 参数 ,这 时 g(w, +) 亦 依赖 于 这 些 参 数 . 但 有 
一 重要 的 特点 是 :“f” 始 禾 是 一 样 的 .假设 使 用 不 同 的 了 (2) , 例如 
设 有 一 序列 而 数 f4(%) , 那 末 可 造 下 图 数 : 
g lu, 0) 一 2 
gu, 1) =fo(%), 
g (vu, 2) =f1fo00D, 
9 3) 一 fsf1ifolv)， 等 等 . 
这 时 7 便 不 是 对 f,(%) 使 用 原始 复兴 式 而 得 , 而 是 使 用 一 种 新 型 
算 子 (原始 递归 式 ) 而 得 了 . 
可 把 fw) 合并 成 一 个 二 元 落 数 fw, 4%), 那 未 , 所 造 的 
J(u, 2) 便 满足 于 列 条 件 : 
人 0) =%, 
gy, So 一 ou 2)) 《〈 右 端 相当 于 fg (%, 2))， 
如 果 把 坟 中 的 参数 标 盟 出 来 , 那 便 是 : 
{2 2 0) 一 
了 人) ye ,9 (hy 0)) 
这 便 是 原始 递归 式 的 标准 形式 ， 
注意 :这 个 定义 式 不 是 显 式 定义 ， 因为 凡 显 式 定义 式 的 右 端 中 
只 能 出 更 已 勾 定 义 过 的 泵 数 , 移 不 能 出 现 正 待 定义 的 画 数 ;而 原始 
递归 式 第 二 式 右 端 却 出 现 待定 义 的 画 数 9 (二 ，…， 雪 ，%， 2) , 与 显 
式 定 义 的 要 求 相 韦 霄 . 其 次 ,原始 递归 式 也 非 隐 式 定义 (至 少 不 是 
上 面 所 讨论 的 那 种 隐 式 定义 ) ,因为 广 式 定义 必 能 表 艳 
TA, ,by, UW, Y) 
之 形 , 但 原始 递归 式 所 定义 的 9 二，…, 二，uw 2) 却 有 三 个 不 同 的 
填 式 ( 郎 9 (下 在 ,WU 0), 9 (dyn, 丰 WU， Bre), 9 tis, 2 0) 
三 者 ) 出 现在 上 烈 方 程 租 中 ,不 能 把 这 三 个 十 式 都 改 成 同一 变 元 符 
号 ,因为 ;如果 把 上 方程 改写 成 


(了 


80 第 二 章 算 子 

9 (bi, ,br, U, T) 一 IT 位 [ys20) 十 (9 全 大 二， …， 直 ，0， 押 )]， 
这 时 ,或 者 右 喘 的 莫 状 式 的 根 不 存在 ,或 者 其 根 为 oo" 本 身 ,与 原始 
递归 式 的 原音 相 网 太 远 . 

易 见 ， 尽 管 原 始 递 归 式 第 二 式 的 右边 又 出 更 了 苓 定义 的 茵 数 
9g 但 却 能 对 (所 ，…， 起 2) 的 每 一 租 变 元 而 计 
算出 丙 数 g 的 值 . 事实 上 , 由 第 一 定义 式 可 得 g(t， 0) 
的 值 ( 郎 他 ， 旗 知 9 和 加， 0) 之 全 ,由 第 二 定义 式 即 可 计算 
出 80， 可 ,4 二) 的 值 , 烃 知 g(…， 嫩 , ww 二) 的 值 ,那么 仍 由 
第 一 定义 式 又 可 计算 出 (ia， …， 古 , ,2) 的 值 ,……, 如 此 类 推 ， 
还 可 用 数学 归纳 潜 把 这 事实 严格 证 明 如 下 . 

定理 1 如 果 妥 画 数 处 处 有 定义 且 可 计算 , 姑 由 原始 递归 式 所 
定义 的 画 数 是 处 处 有 定义 有 处 处 可 计算 的 ， 

证 明 依 2 而 归 业 ， 

货 基 : 9 (下 ，…， 加, 2&%， 0) 显然 有 定义 且 可 计算 , 因 其 值 恰 与 
相同 . 

归 业 : ”讨论 情形 Sr， 有 : 

9 2 br, YW, Sv) =f ,be, 2， 9 ti, 1 tb, WU, £)), 
依 归纳 假发 ，9 (tt，…, 碌 , 4% %) 处 处 有 定义 且 可 计算 ,又 了 外 处 有 
定义 且 可 谢 算 , 故 知 9 (二 ，…， 加 WwW， 82) 也 处 处 有 定义 且 可 计算 ， 

故 依 数学 归 移 法 ,本 定理 得 证 . 

还 可 指出 ， 通 常 所 说 的 原始 递归 式 的 标准 式 不 是 我 们 上 述 那 
种 ,而 是 下 列 的 一 种 : 

和 ob, We, 0) 一 信人 (二 bt, 1), 
ht, tr, 0) = Bl, bs, VY, W, hh, oo, by, WU, W)). 
(2) 
这 种 递归 式 比 上 面 所 使 用 的 要 广 活 一些 ,因为 当 限 定 4(h,…， 
志 ,， 急 为 凤 而 且 限 定 如 中 不 含 % 时 便 得 出 上 面 的 递归 式 来 了 ， 
定理 2& 如 果 利 用 原始 递归 式 (2) , 从 画 数 4 及 如 而 作画 数 忆 
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那 来 亦 可 利用 原始 递归 式 (了 及 迭 甘 ,从 4、 而 作风 
证 明 饶 沦 4、B 后 ,可 先 利 用 原始 递归 式 ( 了 DD) 作 
和 
Us, ty tr So) 一 再 (在 VL)), 
(3) 
由 1 及 4 作 迭 冒 得 
7 和 2 (有 YW) ，) ， 
今 用 数学 归 熏 法 证 明 : | 
hi, 有，2， 2) 一 了 (页 ，… 在 2， A bs, W), W), 
鞠 基 :” 当 w=0 时 左右 两 端 均 变 为 4 ( 丰 ，…， 加 只， 故 断 医 
成 并 . 
归 和 顷 : 当 z 二 时, 有: 
hb, 1 br, YU, Sr) 
=B (hi, 《由 从) 的 第 二 式 ) 
一 旭 直 2)) 【《 归 炊 假设 ) 
一 (ty, ,tb, ¥, A, Sm). (由 (3) 的 第 二 式 ) 
故 证 得 了 归 和 黄 步 劝 ,从 而 本 时 语 得 证 ， 
钱 息 得 了 不 断 缚 ,定理 2 也 就 得 证 了 . 
注意 :. (3) 的 第 二 式 右 北 B 的 变 元 中 不 出 更 », 这 正 是 原始 递 
归 式 的 标准 式 所 要 求 的 ,也 是 本 证 明 所 以 能 够 进行 的 主要 关键 . 
以 后 , 在 理 葵 性 探讨 时 , 均 使 用 原始 递归 式 (1) , 大 把 由 (1) 所 
造 的 丽 数 g 训 为 
gh, 划一 Te ft, 幼 
或 
(三 及，2U，2) 一 Te f (ts, 四 。 
这 里 大 9 为 作用 变 元 (递归 变 元 ) , 而 4、 2 为 新 添 变 元 , 如, 如 
划 为 参数 . w 有 时 叫 初 值 变 元 , 而 Y 也 党 性 递归 变 元 或 新 添 递归 
变 元 . 
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今后 还 要 把 原始 递归 加 以 推广 , 

显然 ， 由 原始 递归 式 所 定义 的 画 数 之 所 以 处 处 有 定义 且 可 言 
算 , 完 全 是 由 于 下 列 的 事实 : 斌 把 待定 义 的 新 画 数 g(t,… ,tr, ,2%) 
的 变 元 令 照 最 后 一 变 元 的 变 值 的 天 小 而 排序 : 即 把 变 元 (1 ,…, 妇 ， 
2%，0) 看 作 在 变 元 (，…, 而, WSw) 之 前 , 那 末 原 始 递归 式 的 第 一 
式 告诉 我 们 如 何 直 接 求 出 待 求 本 数 在 “最 前 的 变 元 ”处 之 值 ,原始 
递归 式 第 二 式 则 告诉 我 们 , 如 何 由 待 求 画 数 在 “前 一 个 变 元 ”处 的 
值 而 求 出 它 在 “后 一 个 变 元 ”处 的 值 。 因 为 任何 一 个 变 元 , 只 要 从 
它 逐 步 向 前 追 漳 , 必 可 追溯 到 “最 前 ”一 个 变 元 ,或 者 由 “最 前 一 个 
变 元 逐步 顺 推 , 必 可 推 到 所 葵 的 任 一 变 元 ,因此 待 求 夯 数 在 所 葵 的 
任 一 变 元 处 的 值 必 可 求 出 . 

但 是 , 变 元 的 “前 后 "是 可 以 用 各 种 方法 指定 的 ,不 必 一 定 以 其 
中 某 一 变 元 的 变 值 天 小 为 标准 ， 下 面 将 介 痢 各 种 排序 方法 , 着 将 
永明 ,根据 对 变 元 的 任何 一 种 排序 方法 所 作 的 递归 式 , 它 所 定义 的 
艺 数 均 可 改 用 根据 下 人 列 这 种 排序 方法 而 作 的 递归 式 来 定义 . 

如 果 画 数 9g(w, x) 具有 性 质 : 对 于 任何 x, 恒 有 一 数 m%, 使 得 

gw =0 (BP itr ,9 CW t) =0). 
(如 表示 用 9 复兴 和 次 ). 我 们 便 说 “glu, 2) 对 % 是 归宿 于 0 的 画 
数 ,或 简称 归宿 画 数 ， 有 具 这 样 性 质 的 最 小 的 双 吓 做 9 在 2 处 的 归 
宿 步 也 , 可 记 为 sp gw 四. 算 子 stp 叫做 归宿 步 耿 式 ， 由 于 承认 
Ww) =， 显 见 9 在 z=0 处 (也 只 在 z=0 处 ) 的 归宿 步 马 为 0， 
Bp stpg (u, #) =0. 

任 答 -一 画 数 9 (u 2) , 按 9(w,2) 可 对 变 元 ( 嫩 ,…, 机 , 2) 排序 : 
(下 二 ，0) 最 前 ， 其 次 ，( 太 ,如 ,9n (2)) 在 Ch，…, 而， 4) 之 
前 (因而 二， 吉 ，9231(2)) 便 在 (二 直 ， 92(2) ) 之 前 )， 如 果 
根据 这 两 关系 还 不 能 决定 一 切 变 元 之 问 的 前 后 ， 则 对 别 的 变 元 之 
问 的 前 后 可 任意 规定 (例如 ,可 由 最 后 一 变 元 的 变 值 大 小 而 确定 )， 
既 把 各 变 元 的 前 后 关系 确定 了 , 便 可 以 引进 一 种 新 型 的 递归 式 . 
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定义 由 (5 直 2 肋 及 9 直 ,Z) 根据 下 列 式 子 
(4) 而 引进 新 画 数 的 方法 是 做 华 (部 分 ) 递 归 式 ; 如 果 9( 2) 对 
2 为 归宿 (于 0 的 ) 画 数 , 特 称 之 为 一 般 (或 有 序 ) 递 归 式 : 

人 U0) =4, 
hl tr Se) =f ti, bE, hh, tr 9 by tr, SL) ) 
(4) 
所 定义 的 丈 可 如 为 (其 中 去 为 二 … 厅 的 征 写 ): 
和 (g(t, HD), fb, t, 朋 )。 

显然 , 答 任 一 和 粗 变 值 由 ，…， 机 , 4, 2) ,如果 2 一 0, 由 第 一 式 
可 求 出 及 在 该 变 元 处 之 值 ; 如 果 % 到 0, 则 只 要 由 第 二 式 向 前 追溯 
m(= stp 9 人) 次 , 便 可 化 归 汶 (HH…， 直 ， 2 0) 的 计算 ， 从 而 便 
可 以 计算 其 值 了 . 所 应 注意 的 大 :这 里 与 原始 递归 式 人 情形 不 司 " 这 
里 5 只 能 由 所 答 变 元 向 前 妃 湖 ， 不 能 由 开始 值 向 下 顺 推 ,因为 还 不 知 
道 从 0 起 如 何 逐 步 顺 推 而 达到 所 答 的 变 值 % (除非 先 做 vw, g (%)， 
(2) 9” (9) 一 0, 但 这 实质 上 仍 是 由 2 和 向 前 追 潮 ) .这 式 的 可 
计算 性 在 直觉 上 虽 很 明显 ， 但 由 于 变 元 的 排序 与 自然 数 的 排序 着 
不一致 ,因此 要 严格 诈 明 它 也 非 易 事 , 须 利 用 适当 的 技巧 . 

定理 3 如 果 了 ，… 雪 ,， 0，9) 是 处 处 可 计算 的 , 而 9g(w) 又 
是 归宿 于 0 的 画 数 , 那 末 把 一 般 递 归 式 (和 作用 于 了 及 9 所 得 的 画 
数 天 (于 ，…， 二 ,0 吃 也 是 处 处 可 计算 的 . 

证 明 设 任 粉 一 变 值 (w, ?) (这 里 把 寡 数 厂 ,…, 刀 省略 不 写 )， 
首先 证 明 : 寻 任何 自然 数 ( 这 里 Xm(2)) 说 来 , h(w, 9g 中 *(wp)) 
永 是 可 计算 的 ,这 里 m(w) 表示 stp 9g). 

如 果 w 一 0, 天 mm(0) 一 0, 移 m(0) 一 hp 一 0 而 9 "(0) 一 0, 显然 
htw, 0) 是 可 计算 的 。 定理 成 并 . 

其 次 , 设 % 冯 0, 对 上 用 归 灿 法 来 证 明 ， 

贷 基 : f=0 时 ,hg™3 (zw)) 一 h(w, 0)， 它 显然 可 计算 ， 

妇 秩 : 讨论 情形 8&+1， 因 me(2) 一 (8 十 1) < 之 m(s)， 玖 
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gg” 5%(w) 关 0， 由 第 二 式 得 
hu, g™ Ov)) 一 hlu, gg™ ss(w))). 
依 假 设 , Sk<m(w) ， 故 和 (0) 一 >0, 因此 - 
1090O 3 (2) 一 站 3D(n(2) + (2) 一 GO (2) ， 
再 得 
hlu, gm)) = fe, hlu, g™**(w))), 
根据 归 铁 假设 , 右 右 可 以 计算 , 故 左 强 亦 然 . 
依 数 学 归 秩 法 ,本 了 断 语 得 证 . 
在 特例 , 介 和 =m《2) ,上 央 各 (w gw)) 可 计算 ,部 h(w,%) 
可 计算 , 故 本 定理 得 证 ， 
注意 : 本 证 明 本 质 上 也 是 拆 腊 法 之 一 种 ,读者 可 善 自 体会 . 
仿 原 始 递 归 式 那样 ,也 可 证 明 下 人 列 定理 ， 
定理 和 如 果 从 4、B、g 用 下 式 来 定义 新 画 数 刀 : 
fo ,bo, 0) = A(t, 在， 好 ) 
ht, tr USL) 一 五 (在 (有 9 ， 
则 亦 可 由 一 般 递归 式 ( 缚 及 迁 填 从 4、B、g 而 定义 及 . 
定理 5 归宿 步 又 式 sp 是 一 般 递 归 式 的 特例 . 
藏 者 可 自行 证 之 ,可 参看 本 节 习 题 第 10 题 ， 
定理 6 原始 递归 式 是 一 般 递归 式 的 特例 ,具体 说 求 ， 
eo ft, WD— reg CDt, Fi, t, Y)). 
读者 可 自 证 之 . . 
一 般 递 归 式 中 的 g(x) 必须 是 归宿 丽 数 ,因此 由 一 般 递归 式 所 
作 的 画 数 必 是 处 处 有 定义 且 可 计算 的 (只 须 旧 机 数 处 处 有 定义 且 
可 计算 ) . 如 果 放 弃 这 个 要 求 , 那 末 由 递归 式 (4) 所 定义 的 画 数 便 
未 必 处 处 有 定义 (即使 g 及 了 处 处 有 定义 ) ,这 时 递归 式 ( 儿 便 是 部 
分 递归 式 或 人生 递归 式 . 由 部 分 递归 式 或 后 递 归 式 所 造 的 商 数 浆 ， 
它 在 (w, x) 有 定义 且 可 计算 当 且 仅 当 g 在 处 归宿 于 0( 这 里 假定 
9 及 了 是 处 处 有 定义 且 可 计算 的 )， 
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在 以 后 的 大 多 数 情 形 下 , 均 使 用 一 般 递归 式 ， 因此 除非 明白 
指出 , 否则 永远 假定 递归 式 (4) 中 的 9 是 归宿 画 数 . 显然 , 牛 递归 
式 相当 于 一 般 的 (未必 正常 的 ) 草 状 式 ， 而 一 般 递归 式 相当 于 正和 
莫 状 式 ， 有 关 正 常 性 的 要 求 和 狗 定 在 这 里 同样 适用 ， 


习 题 
就 把 下 列 递 归 式 的 通常 写法 号 出 , 如 可 能 并 把 所 定义 的 醒 数 素 成 熟知 匡 
数 的 显 式 : 

1. ree 0, ree 1, ree vw, ree Ny, reo tNy. 

(ty, Cf, 0, u) (Ct, Ym, WH) (f, D2, WU) 《有 VU, WY 
2. reg (Ot, T(t, ¥)), reg (0t, 0y). 

{fs Wot0, TY) (bh Ws EY 
3. ree (y+1), ree 《4 十 2)， ree (y+t), 

(t,o, WW {t, D8, WW) (tf, VIE, W) 

ree (9 十 如 )， ree (y+t+i(t+1)). 

(tt, VL, 0, VI, W) 
4. ree qey; ree ysSt, Tee ,Y" (s+1) (s+2). 

{tf, Aw, WU) (tt, VL, Wu) (tt, yw, 生 

,Cay 十 DZ) ， 


5. Tree (3y+ 12), ; 
t, 2) 一 


(t, 7, HW) 


ree 
(wu 


省 下放 各 鸭 数 为 归 闪 数 ， 加 可 能 就 将 其 且 竹 步 驶 求 出 |， 不 易 求 尖 可 
只 求 在 ”一 20 人 处 的 归宿 步 马 ， 


1， 


6. g(x)= 十 2， 
AT， 


§ 
20， 


2Z 十 2， 
8. 94o) 一 1183 %, 


ljgs %, 


当 2<3 时 ， 

当 z>3 且 非 平方 数 时 ， 

当 Y>3 且 为 平方 数 时 ， 
当 z 为 3 的 倍数 但 非 2 的 倍数 时 ， 
当 % 为 3 的 倍数 但 非 3 的 倍数 时 ， 


当 z 为 6 的 倍数 时 ， 
此 外 ， 


当 z 非 2 的 方 寨 也 非 3 的 方 赛 时 ， 


当 z 为 2 的 方 宕 时 ， 
当 z 为 3 的 方 医 时 ， 


9. 诚 用 数学 归 生 法 永明 : 如 果 Jo 奶 <gC%wy 2 且 gf 殷 至 少 对 


递增 , 则 


rec 
(gy UL, WD 


fr, Y) < 了 


ree g(r, 9) 。 
一 (nm 0) 
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10. 就 证 stp gtp 切 一 ， tt 四 ,5Sy} 换言之， 如 果 命 4(z) 
~stp 9(b， 期 有 

{ dad0)=0, 
dSw=8d(g8w). 

11. 试 求 下 列 玖 数 的 归宿 步 忌 : 

(1) OC(m); (2) NCw); (3) DGz) ~ (4) ECs). 
求 出 具 极 大 归宿 步 鳞 的 地 方 (如 在 z$ 处 的 归宿 步 骆 比 在 32 以 前 任何 地 方 的 归 
窒 步 且 均 大 , 则 ” 叫做 具 极 大 归宿 步 县 的 地 方 ). 


8$8 算 子 的 分 类 

要 对 算 子 作 进 一 步 的 研究 ,还 须 对 算 子 作 适 当 的 分 类 . 

首先 ,可 把 算 子 分 成 各 种 型 ,(8,1,n) 型 算 子 a 是 把 s 个 mr 元 
画 数 户 变 成 一 个 匈 元 夯 数 g 的 算 子 ,可 记 为 9 (9 一 Cn {fxK%), 
… ,了 (my)}， 为 简单 起 见 , 下 文 只 就 必 , 1, 41) 型 算 子 讨论 , 对 一 般 
的 (,，m, %) 型 算 子 , 也 可 同 浴 去 讨论 . 

其 次 ,可 把 算 子 分 成 能 行 的 算 子 , 御 能 行 的 算 子 以 及 非 能 行 的 
算 子 三 者 ,这 三 者 之 问 的 区 别 可 用 下 烈 例子 项 明 . 

改 有 算 子 ， 0 . 如 果 对 每 个 Jo) 及 每 个 9 jj (有 定义 或 否 
. 永 可 在 有 限 步 又 内 制 知 ， 则 2 ,a 做 能 行 算 子 . 这 时 ， 即使 0 ,f (%) 
未 必 处 处 有 定义 ， 但 痊 出 了 (2) 及 Y 后 ,a (0) 有 定义 与 理 妇 是 永 
可 在 有 限 步 友 内 逢 知 ,我 们 可 煌 定 : 凡 当 a 2) 无 定义 时 即 可 指 
定 其 值 为 0( 或 别 的 预先 固定 的 夯 数 5( (g)， 这 样 永 可 把 a f(z) 补 
全 而 不 丧失 其 可 计算 人 性. 今后 我 们 永远 这 样 做 , 从 而 能 行 算 子 必 
是 处 处 有 定义 的 . 

例如 , 复 迫 算 子 、 涝 尔 算 子 、 原 始 递归 算 子 以 及 受 限 舍 状 算 子 
(rti) 便 者 是 能 行 算 子 . 当 f(w) 在 Yy 以 下 没有 零点 时 ， rti f (%) 
表示 ' ,这 便 是 对 未 必 处 处 有 定义 的 能 行 算 子 补 人 定义 的 例子 . 

如 果 a 来 必 处 处 有 定义 , 同时 也 不 能 保证 当 答 出 9 及 f(%) 
后 , 永 能 在 有 限 步 又 内 制定 2 (w) 有 定义 或 否 ， 则 @ 便 直 是 能 行 
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的 算 子 . 这 时 又 分 两 情形 . 

a fa) 未必 处 处 有 定义 ;但 只 要 a jz) 有 定义 , 它 的 值 必 能 
求 出 ,这 时 a 叫做 中 能 行 算 子 . 

当 a f (2) 无 定义 时 其 值 饶 是 不 存在 的 ,当然 无 须 计算 ;反之 ， 
只 要 a f Go) 存在 , 其 值 永 能 计算 出 ,因此 秆 能 行 算 于 本 质 上 与 
行 算 于 一样， 但 是 ,对 a_f (2) 说 米 , 须 计算 哪些 值 .无 须 计算 哪些 
值 ( 因 它们 不 存在 )? 这 却 是 无 法 知道 的 , 从 而 很 可 能 有 人 和 白费 精 
力 地 去 计算 那些 根本 不 存在 的 “ 值 "， 这 又 是 咎 能 行 算 子 与 能 行 算 
子 的 不 同 之 点 ， 因 此 “ 咎 能 行 ”的 和 名称 是 很 恰当 的 . 

例如 , 对 于 ?fw) 、zt 了 (w) ,只 要 它们 有 定义 , 便 必 能 在 有 
限 步 又 内 求 出 其 值 ， 但 它们 有 定义 或 否 ( 即 了 (w) 有 雳 点 或 否 , 有 
唯一 需 点 或 否 ) 却 不 能 在 有 限 步 怠 内 御 定 , 故 zi 及 rtu 便 是 华能 
行 算 子 . 

7 (Go) 固然 未 必 处 处 有 定义 , 序 使 有 定义 也 未 必 能 能 在 有 限 
步 忠 内 来 出 其 值 ,这 时 a 了/(z) 叶 做 非 能 行 算 子 . 

裔 用 rta f (2) 表 Fw) 的 最 大 需 点 , 它 是 否 有 定义 ( 即 f(z) 具 
有 有 限 个 雳 点 或 杏 ) 固然 未 必 可 以 币 定 , 即使 知道 它 有 定义 (即使 
知道 Fe) 只 有 有 限 个 零点 ) ， 也 无 法 保证 恒 可 找 出 rta j(z) 之 什 
( 因 各 零点 的 上 界 未 必 可 以 求 出 ) ,因此 rta 便 是 非 能 行 算 子 ， 

非 能 行 算 子 缺乏 可 计算 性 , 故 不 在 本 书 时 论 范 轩 之 内 .因此 ， 
今后 将 仅 时 论 能 行 算 子 及 个 能 行 算 于 

对 能 行 算 子 , 又 可 分 为 高 等 .初等 丙种 ， 对 此 , 先 引 进 “ 模 ”的 


概念 
发 有 算 子 &_j fc) , 当 答 出 y 及 7 (c) 后 , 如 果 < Fo) 有 定义 
且 能 求 出 其 值 , 换言之 , 能 在 有 限 步 奴 内 求 出 其 值 , 则 在 有 限 步 吧 
内 所 使 用 的 下 值 只 能 是 有 限 个 , 设 为 (ao), 了 (41)，…, f (a2) 我 
们 把 大 于 或 等 于 max w 的 任 一 数 叫做 算 子 a 的 一 个 模 . 

一 般 说 来 , 模 的 最 小 值 是 依赖 于 y 及 f(z) 的 ;换言之 ,应 有 -- 
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算 子 B, 使 得 
max QR Bf®), 
8 便 叶 做 相应 于 a 的 模 算 子 . 但 在 特例 ， 模 可 以 只 依赖 于 而 与 
f(z) 无 关 , 这 时 存在 一 而 数 G (y) , 使 得 
max a<G(y), 

G 可 叫做 相应 于 a 的 模 画 数 ， 又 在 特例 , 醒 可 以 是 常数 a, 而 与 9 
及 jz) 均 无 关 ， 下 面 将 永明 ,这 时 ,4 je) 可 由 f(0), f(1),… 
四 作 达 里 而 得 (当然 ,还 要 借 助 于 别 的 一 些 本 数 ) ， 因此 zx 便 温 化 
为 欠 冉 了 . 

如 果 相 应 于 能 行 算 子 a 的 一 个 模 不 依赖 于 f(%), 即 模 算 子 实 
际 上 是 模 画 数 时 , 则 a 称 为 初等 算 子 ;反之 , 则 a 称 为 高 等 算 子 . 

初等 算 子 的 例子 如 : 和 途 画 算 子 (G(y) -), 受 限 摹 状 算 子 
(G (y) -9y). 容易 验证 ， 当 求 47 (%) 及 了 7 人 ) 时 , 只 使 用 (0)， 
f(1),…, f(y) 诸 f 值 . 

高 等 算 子 的 例子 如 ,if ,原始 递归 式 。 ”reo ，， 

试 就 原始 复 迭 式 itr 为 例 . 要 计算 itr yo) ; 须 使 用 下 列 诸 
了 值 : 

Go 一 2 f (00) =01, f (01) 一 aa，…， (ov 1) 一 ay， 

而 ax a 显然 随 了 而 更 改 ,不 能 只 人 靠 y 来 决定 , 故 itf 为 高 等 算 子 ， 

再 就 原始 递归 式 ree 来 对 洽 ， 要 计算 zoo / (w, g)， 名 使 用 
下 列 许 了 值 : 

bo=u, f(0, bo) 一 0 fF, 601) —02, °°, fn —l, bi1) =— Db. 

这 里 上 的 第 一 变 元 的 最 大 变 值 是 m% 一 1, 的 确 与 了 无 关 ， 但 了 的 第 
二 变 元 的 最 大 变 值 为 


max b,, 
它 显然 随 /而 更 改 ,不 能 只 靠 m、w 来 决定 , 故 rec 也 是 高 等 算 子 ， 
模 画 数 可 看 作 模 算 子 的 特例 ， 故 初等 算 子 也 是 高 等 算 子 的 


特例 . 
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由 于 初等 算 子 最 简单 ,因此 希望 尽量 得 出 更 多 的 初等 算 子 , 希 
刻 尽 可 能 使 用 初等 算 子 来 代替 高 等 算 子 或 牛 能 行 算 子 〈 力 至 非 能 
行 算 子 ) 下面 烈 举 的 是 次 常 使 用 的 一 个 方法 . 
任 给 一 个 算 子 a, 我 们 用 
4 ， 7) 表示 a f(min(e, 办)， 


je 9) 表 示 «fimin(y, 2)，min tl， y)), 


(PD Hy DY (wR DD) 
等 等 , 则 & 叫做 a 的 加 限 算 子 , 更 明确 些 可 谣 成 : a 的 加 限于 色 的 
算 子 . 

加 限 算 子 & 的 意义 是 : 把 & 作 用 于 了 的 结果 基本 上 和 把 wx 作 
用 于 的 结果 一 致 ,但 当 使 用 jb G> 四 值 时 ,必须 把 “个 ( 引 ” 换 为 
“fw” 

显然 , 相应 于 加 限 算 子 & 的 模 可 只 依赖 于 而 与 无 关 ， 但 
只 当 & 为 能 行 算 子 时 , 才 称 4 为 初等 算 子 ; 当 4 为 年 能 行 算 子 或 非 
能 行 算 子 时 , & 仍 不 能 叫做 初等 算 子 . 

因此 , 易 得 : 高等 算 子 的 加 限 算 子 必 是 初等 算 子 ; 至 于 御 能 行 
算 子 及 非 能 行 算 子 的 加 限 算 子 , 则 可 以 是 初等 算 于 ,也 可 以 不 是 初 

最 重要 的 一 些 加 限 算 子 是 fH、rto、rta, 它们 都 是 初等 算 子 . 
当 我 们 补 至 定义 ( 当 没 有 和 震 点 时 划 指 后 它们 便 是 上 面 所 使 用 的 


rti, rtu, rta. 


TU TC Tu 


原始 递归 式 的 加 限 算 子 fe， 也 是 初等 算 子 , 它 也 很 重要 . 


对 全 递 轨 式 及 归宿 步 于 式 也 有 加 限 算 于 Top 、 stp , 
VU Ns 加 一 Wy 
们 也 是 初等 算 于 ,读者 可 自行 玲 证 . 


习 是 
1. 根据 模 算 子 的 构 念 , 斌 证 : 相应 于 非 能 行 算 子 的 模 算 子 必 是 非 能 行 
的 ; 相应 于 个 能 行 算 子 的 模 算 子 必 是 什 能 行 的 ; 相应 于 能 行 算 子 的 模 算 子 必 
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是 能 行 的 . 
2. 就 让 下列 加 限 算 子 的 确 是 初等 算 子 : 
芭 ， tt, ft ， 和 stp 
toy WAL oo, DD 
3. 求证 下 列 算 子 是 非 能 行 算 子 : 
max fw), min f(%), 1(9), 区 f(2), 
这 里 各 算 子 的 意义 是 : 当 ? 温 历 自然 数 集 而 变 1 时 诗 / 《o) 的 最 小 值 、 最 大 
值 雍 f(z) 的 和 、 积 ， 它 们 的 加 限 算 子 是 否 也 是 非 能 行 算 子 ? 
能 和 否 再 列举 出 一 些 咎 能 行 算 子 及 非 能 行 算 子 ? 
4. 具体 给 出 相应 于 (sm 2) 型 算 子 的 模 算 子 及 模 事 数 的 定义 ， 
6. 如 采 所 作出 的 多数 ， 4 ,0 受 界 于 gy), 即 @ 了 (72) 9(y) ,能 否 询 
多 (2)= 和 Fo)9 
WG, 扮 
如 能 , 试 证 明之 ; 如 不 能 ,就 举 一 反例 | 
6， (QD 就 用 习 Jo) 来 表示 ， fC9); 


(2) 就 用 也 f(%) 来 表示 全 fC2); 
(3) 一 般 地 ,能 否 用 7% ，， f(z; 共 来 表示 res fo 9)? 


(Co VC, nb 


但 如 果 。 ee 了 (oc 候 <gln, ?), 能 否 用 zed 了 来 志 示 re 
7. 试 将 下 列 醒 数 表 成 熟知 图 数 的 显 式 : 
人 个 -人 个 个 
oy; ree (3z+ 刀 )， 


(Cg, te DD Ny; 人 Wn, D) (pp PW, 1 念 
8. 如果 7(o; 切 对 各 变 元 北 负 ,好 36 f(z) 仿 <1( 由， 
4 算 于 的 相互 志 示 及 化 内 
下 面 准备 计 论 送 遍 以 及 各 种 算 子 之 间 的 关系 . 仍 是 只 用 
(1, 1, 四 型 算 子 为 例 来 时 论 ,对 一 般 (s,m, nn) 型 算 子 的 讨论 显然 
是 类 似 的 . 
定义 ”如 果 从 图 数 41,…，41, fw) 出 发 ， 经 过 有 了 跟 欢 迭 置 
后 可 以 作出 夯 数 x 7(z) , 则 说 算 子 “退化 为 迁 填 ,或 更 胃 确 些 ， 
借助 于 男 数 41,…, A; 后 , a 退化 为 迭 填 . 
作为 例子 ,我 们 讨论 : 对 二 元 画 数 4(z, 9) 说 来 , 47(o) 退 化 
为 渤 证 的 必要 充分 条 件 是 什么 ? 


$4 算 子 的 相互 表示 龙 化 归 91 
定理 1 如 果 对 于 任何 “ 及 4 的 值 域 中 的 元 素 gy, 永 有 下 列 两 
等 式 之 一 : 
(1) A(vy, w=Hy, (2) Aly, %) =Hu, 
” 则 兢 4 算 子 退 化 为 兴 置 ， 
证 明 ”如果 等 式 (DD 永远 成 立 , 划 有 
A fs) =f(0) -ou， 
Ee ft) = Alm, f(1))=, 
A Fr) =Ala, f(2)) = Hoa, 
A f (0) =A(Ha, f(3)) = Hr, 
一 般 有 
A f 0) = Ha. 
故 得 (注意 ,Hai 二 41): 
A flw)=aNyt+ HoarNy 
ONyrH™YA(CFO), f(D) NY. 
这 里 “五 % 久 为 一 固定 画 数 , 故 本 式 右 端 不 含 任何 算 子 而 只 有 迭 置 ， 
即 4 退化 为 兴 蔷 . 
如 果 等 式 (2) 永 成 立 , 则 有 
A flo) ~f (00), 
A fo) =A(FO), FD) = HF), 
,fF (%) =A(Hf(D, f(2)) = Hf 2), 
一 般 说 来 ,有 : 
.A f= Hf). 
故 得 
JOAN9TEAGD) TY 2 
本 式 右 端 只 有 迭 什 ,从 而 定理 得 证 . 
因此 欲 使 4 的 移 是 筑 子 而 不 退化 为 达 填 ， 则 4 9) 必 不 能 
满足 上 定理 中 的 两 等 式 ， 读 者 可 验证 加 法 、 乘 法 、max、min 等 都 
不 满足 上 两 等 式 ,， 事实 上 之 、 I1、 max、 min 等 也 是 臣 正 的 算 子 . 
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注意 ;上 两 等 式 基本 上 是 说 , 4(%, 9) 实质 上 是 一 元 画 数 ， 

对 于 一 个 算 子 “是 否 退 化 为 迭 置 ， 这 常常 是 人 们 轻 常 注意 的 
事情 . 如果 a 退化 为 达 冒 ， 便 引入 丽 数 41,…， 4 而 把 a 疏 用 迭 
贰 表示 , 并 就 a 不 是 疾 正 的 算 子 (因为 我 们 认为 : 迭 甘 比 任何 算 子 
均 简 单 ). 

下 文 将 可 证 明 ( 见 第 三 章 $ 4) :如 果 % 的 模 画 数 为 常数 (与 
及 f(%) 均 无 关 ), 则 a 退化 为 迭 时 .要 对 芙 正 的 算 子 wa 而 求 a fl) 
的 值 ,必须 使 用 可 变 多 个 和 值 , 且 各 下 值 中 变 元 的 最 大 变 值 不 是 常 
数 . 

其 次 ,下 面 再 时 论 算 子 之 间 的 表示 关系 . 

定义 ”如 果 由 画 数 41,…，Ar, fw) 出 发 ， 逻 过 有 限 欢 友 置 
及 实施 算 子 6:，…，Ax 的 灶 朱 ， 可 以 作出 图 数 “a ， {fi (81) , 
f(z0)}, 则 说 算 子 a 可 用 B81, …， Br 表示 , 或 更 明确 些 , 借 助 于 函 
数 41,…，4; 及 兴 置 后 , 算 子 w 可 用 B61,…， zx 表示 . 

定义 ” 设 有 两 粗 算 了 于 {a …, or}, {B1,…， Bx}, 如 果 每 个 a 
均 可 用 庄 Bi 表示 ， 而 每 个 6; 也 可 用 庄 m 表示 ， 旧 衣 诸 a 与 诸 Bi 可 
互相 表示 . 

如 果 {fez，…， oq} 可 用 {B …,， Bx} 表示 , 我 们 便 认 为 斌 的 
力量 强 于 庄 oi, 如 果 {a1,…, oq} 与 {B1,…，Bx} 可 互相 下 示 , 我 们 便 


cc ee eo ® 


和 


因此 ,如 果 a 与 {B1, Bs} 可 以 互相 表示 , 那 末 一 个 算 于 a 便 可 
以 起 两 个 算 于 B1、Bs 的 作用 ; 如 果 a 与 B 可 以 互相 表示 , 则 两 者 
便 可 互相 代替 。 当然, 如果 限 定 使 用 某 一 类 画 数 (例如 五 则 画 数 )， 
则 计 窒 互相 表示 时 应 该 只 限于 借助 这 类 丽 数 而 不 应 该 借助 于 别 的 
本数， 

还 应 注意 一 点 .如 果 两 算 手 a、 B 是 一 个 算 子 的 不 同 表达 方 
式 , 则 a 与 6 当然 可 以 互相 表示 ;但 当 两 算 子 w、Q 可 互相 表示 时 ， 
它们 未 必 是 同一 个 算 子 , 即 未 必 有 ,as fo) ~ ,8 7 (z) .因此 著者 应 
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蔬 分 清楚 “了 两 算 子 相同 “及 “两 算 子 可 互相 表示 ”这 两 个 概念 ， 

我 们 有 下 型 的 等 式 : 

(1) min NO 一 人 max N?2f (2): 

C) max Wo) ~N min N*f (0); 

(3) rtuf (%, Y) 一 了 f(z, 9) 《 当 了 满足 唯一 性 时 ) ; 

(4) min 人) 一 人 f(rtif ee)); 

(B) rhif lz, 9) =rtn[ f(r, 功 + Ny min Nf(z, D1; 

(6) min Nf (2)= IL NF (2). 
出 (1)、 (2) 两 式 可 知 | minN 及 max 下 这 两 算 子 可 以 互相 表示 ,但 
并 非 辣 一 个 算 子 (显然 min NJ (8) *maz 入 了 (%))， 和 由 (8)、()、 
(5) 三 式 可 知 , 算 子 ri 与 算 子 租 {rtu， min N} 可 以 互相 表示 ,从 而 
可 呢 rz 的 确 比 rin 要 力量 强 - - 些 . 由 《6) 式 可 见 , 算 子 minN 及 
HL 不 但 可 以 互相 表示 ， 面 且 是 同一 个 算 子 (不 过 表达 方式 不 同 
里 了 ). 

此 外 , 还 可 注意 到 , 在 上 列 各 算 子 的 互相 表示 中 , 所 借助 的 夯 
数 仅 限于 2 十 y 及 xNy, 这 两 者 都 是 相当 简单 的 丙 数 ， 由 此 足见 ， 
借助 于 相当 简单 的 画 数 ， 以 上 各 对 算 子 粗 之 问 便 可 互相 表示 。 

极 易 证 明 下 述 事实 : 

定理 2 加 限 算 子 恒 可 用 相应 的 未 加 限 算 子 并 借助 于 郴 数 
min 而 表示 ; 未 加 限 算 子 便 可 用 模 ( 模 画 数 或 模 算 子 ) 及 相应 的 加 
限 算 子 而 表示 . 

推论 在 特例 ,i (加 限 ) 可 用 zi( 未 加 限 ) 井 借助 于 画 数 eq 
及 和 而 表示 ， | 

弃 然 开明 白 了 算 子 之 更 的 相互 表示 的 关系 ， 现 在 可 进而 竺 论 

最 强 算 子 (及 最 能 算 子 ) 的 概念 了 ， 可 以 表示 ( 彼 示 示 于 ) 某 集中 每 

一 算 子 的 算 子 便 称 为 该 集 的 最 强 (最 弱 ) 算 子 .最 能 算 子 和 渤 仿 还 
未 找 出 , 故 下 面 专 讨 痊 最 强 算 子 . 
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定义 ” 设 有 一 算 子 集 ， 如 果 该 集中 每 一 算 子 均 可 用 该 集中 某 
一 算 子 a 表示, 则 a 叫做 该 集 的 最 强 算 子 . 
可 以 证 明 .( 见 第 三 章 $4): 初等 算 子 集 是 有 最 强 算 子 的 ， 
定义 ” 设 有 一 丽 数 集 , 如 果 存 在 一 画 数 g(t %) ， 使 得 任 答 苇 
集中 一 丽 数 f(s1,，…, zm,) , 恒 有 一 数 如 , 满足 条 件 
f (1, Pn) = g(to, 29"00za mn) ， 
则 襄 9 为 藤 丽 数 集 的 枚 举 画 数 ， 而 该 画 数 集 便 叫做 可 枚 举 的 画 数 
集 . 
定理 3 以 某 一 可 枚 举 画 数 集 为 作用 域 的 一 切 算 子 所 和 姐 成 的 
算 子 集 ,具有 一 个 最 强 算 子 . 
证 明 设 该 画 数 集 的 枚 举 画 数 为 g(t, %) , 即 任 给 芯 集 中 一 画 
数 /oz) , 恒 有 一 数 十 , 使 得 
f (%) =g(t, pg (0, 2)). 
显然 是 随 / 而 更 改 的 ,因此 有 一 省 面 ( 它 为 算 子 的 特例 ) 7, 使 得 
ty f (2). 
今 证 以 该 琴 数 集 为 作用 域 的 任 一 算 于 8 均 可 用 Y 表示 、 
设 B8 为 (1, 1, 1) 型 的 (如 为 (8, m, m) 型 , 须 作 适当 的 更 改 ,这 
没有 原则 上 的 困难 ) ,并 订 8 作用 于 了 而 得 大 
hly) = B fle). 
我 们 知道 , &(g) 与 F(z) 之 间 旗 有 算 子 B 连 和 柔 其 间 , 故 在 上 及 所 之 
间 也 必 有 而 数 如 邓 其 间 . 订 该 责 数 为 p, 即 改 : 只 要 h(y)= Bf(%)， 
便 有 
太一 六 (地 ) 
画 数 wp 显然 存在 (但 未 必 可 计算 ) , 故 有 : 
B f(r)=h(y) =9(t;, p9 (0, y)) 
=g(p(), p90, WD)) =g(9 (YF (8)), p9(0, 办) 
因此 ， 6, 便 可 用 Y 而 表示 { 借 助 于 画 数 9、92 及 29). 
于 是 定理 得 诅 . 
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注音: 7 是 非 能 行 算 子 (一 般 襄 米 ， 即使 枚 举 画 数 9 是 可 计算 
的 ， 未 必 能 由 了 而 求 出 引 ，9 也 未 必 为 可 证 算 夯 数 ， 所 以 定理 8 
与 下 文 的 关系 不 大 (已 狗 定 : 本 书 不 讨论 非 能 行 算 子 ). 伺 它 些 苋 
表明 了 :在 一 定 条 性 下 , 非 能 行 算 子 中 是 有 最 瞄 算 于 的 . 至 于 伯 能 
行 算 子 中 , 根据 猜测 大 构 也 是 有 最 强 算 子 的 . 但 高 等 能 行 算 子 中 
有 没有 最 强 算 子 则 祭 未 能 得 解决 ， 

与 相互 表示 问题 有 关 的 是 算 子 的 化 归 团 题 . 

定义 ”如果 算 子 6 可 用 算 子 < 表示 ， 而 算 子 w 显 为 算 子 6 的 
特例 ， 便 说 算 子 6 可 化 归于 算 子 a. 

显然 ,这 时 与 6 可 互相 表示 ,从 而 两 者 力量 是 一 样 的 . 

下 面 将 刘 明 一 些 特殊 和 贷 子 的 化 归 间 题 ， 现 在 先 计 论 两 个 较 一 
般 性 的 加 题 : 类 型 的 化 归 和 参数 的 删除 ， 

上 布 食 定 义 过 算 子 的 型 , 邻 再 重新 列 出 如 下 : 

定义 ”如 果 算 子 w& 把 s 个 公元 而 数 用, …, 所 改造 成 一 个 久 
元 责 数 9, 上 则 a 称 为 (8， 纺 ， 旨 ) 型 的 , 郭 为 

9 (0012 

= {Fi {wi oe, Bm) fei, oo, Wm) 

利用 广义 乏 责 数 ,可 以 假定 种 fi 的 变 元 个 数 相 同 ( 同 为 m) . 因 
此 ,除却 a 作用 于 无 状 多 个 画 数 以 外 (这 种 算 子 这 里 不 于 论 ) ,每 个 
算 子 都 是 某 一 种 (8,，m, 和) 型 的 算 子 . 

如 果 有 若干 个 算 子 ,我 们 永 可 使 得 它们 的 型 相同 (只 要 利用 广 
义 委 算 子 及 多 写 几 个 靶 作 用 的 画 数 便 成 )， 下 面 即 作 这 样 假定 . 

定义 ”如 果 可 找 出 一 租 画 数 五 , …, jo, 使 a (ji …, ) 
有 定义 , 则 说 算 子 c 的 作用 域 非 室 . 

现在 起 图 对 算 子 的 类 型 作 化 归 ， 施 明 在 适当 的 丽 数 及 适当 的 
迭 肯 配合 之 下 ,任何 (s,m, n) 型 算 子 均 可 化 归 为 (1, 1, 1) 型 算 子 ， 

定理 全 任 葵 万 个 (s,m,m) 型 的 作用 域 非 空 的 算 子 ol <i< 记 ), 
恒 可 作出 一 个 (1, 1, 1) 型 算 子 6 与 它 可 互相 表示 , 这 只 要 有 足 镶 
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的 配对 画 数 而 且 (m, 1)、(1, 1) 及 (2*, 1)、(1, mw”) 移 让 可 自由 使 
用 . 
三 明 设 a 为 : 把 fa, ,fis 改造 为 gi, 分 证 : (al，…， Qn) 
- 
B; 把 pg9* 了 ffio…fh,s-1fhs 改造 为 Pg"T91…9s, 而 
把 别 的 画 数 改造 为 0 (或 任意 预先 指定 的 夯 数 ) 
可 互相 表示 .这 里 的 算 子 “' ”的 意义 见 第 一 章 $6. 
显然 ,对 于 任 答 的 ai fn,…, fis) 可 如 下 求 得 :由 于 oj 过细 
作用 域 非 宏 , 故 可 取出 有 ，…，, jx， 由 适当 配对 画 数 及 (m, 1) 先 
和 父 可 以 作出 旋 ，…， fs, 户 ，…, ji, 由 29 及 (2*, 1) 渤 忌 可 作出 
pT far fa fa ss, 
实施 算 子 8, 即 得 
pI gen, 
利用 LK' 及 (1, 1) 淡 导 郎 得 91， 再 由 Dgeeool oo 及 (1, m*) 泛 置 
序 得 9 二 04(fn,…, fi)， 读 者 不 难 据 此 利用 6 而 把 ua fs) 
表示 出 来 . 故 每 一 ai 均 可 用 忆 表 示 . 
反之 ;, B 可 用 (G1,*…， 0%) 表示 和 如下. 
at Bf= 0 当 了 不 呈 pg*Tfi… 月 形 时 
(Ff 是 否 呈 此 形 极 易 利 定 ， 而 且 其 特征 而 数 为 五 则 函数) 

当 了 旦 Pog2 工 广 轧 。 形 时 ,利用 画 数 LKi 及 (1, 1) 迭 置 可 得 
,fa (SoD ,利用 画 数 pg"wow1…wm 及 (1, m*) 迭 轩 可 得 
fa,…, fis; 利用 wm 可 得 gi, 由 上 Ki 及 (mn, 1) 迭 置 得 9g; (1<i< 甩 ， 
再 利用 (2", 1) 办 获得 p9191…94, 宅 郎 B 玫 . 

这 样 ，B 即 可 用 庄 mw 下 示 . 

定理 得 证 ， 

在 证 明 中 ，(m, 4) 、(n, 4) 、(1, mm 、 Gd Ww") 只 使 用 于 由 庄 了 
作出 庄 产 , 或 由 雍 9 作出 于 9 的 了 过程 中 ,因此 得 

推论 ”如果 用 户 作 为 多 元 函数 (pg 除外 ) 了 的 表达 式 , 则 只 要 


8 4 算 子 的 相互 表示 及 化 归 97 
有 (2”, 4) 及 (LI, 1) 兴 茵 , 妇 可 把 任何 为 个 (s,m, %) 型 算 子 化 归 为 
一 个 (1, 1, 1) 型 算 子 . 
定义 如 果 算 子 a 把 fi, "> fs 改造 为 0 有 则 用 wo 表 下 列 
算 子 (分 别 叶 做 有 '、 有 * 算 子 ): 
4&: 把 及 … 户 改造 为 9， 
QW: 把 及 ,…, fe 改造 为 人 
利用 定理 4, 划 上 述 的 推论 可 改 述 为 ; 
椎 欠 只 要 (2", 1) 及 (1, 已 迭 里 可 用 , 任 输 大 个 有 算 子 忆 ， 
…, 4, 恒 可 化 归 为 一 个 (1, 1, 1) 型 算 子 B. 
同 理 , 又 可 证 明 下 述 定理 . 
定理 5 如 果 G、 LK" 及 (1, 1) 兴 置 可 用 , 则 任 葵 有 个 作用 域 
非 空 的 有 * 算 子 af,…, o%, 恒 可 化 归 为 一 个 ,1, 了 型 算 子 7. 
证 明 设 吕 把 启 ,…, fs 改造 为 FE, 则 所 求 的 7 为: 
7 把 p9*IT(fuK)…(f4s 区 ) 改造 为 pg*T(g1K):… (gsK)， 
亦 序 
?7 把 户 Gjs 广 GasGajG5 改造 为 
POG-1°92029101, 
当 稚 作 用 画 数 不 旦 此 形 时 其 值 为 0. 
今 证 (Qi1,…, mm) 与 y 可 互相 表示 . 
识 求 中 (高 ，… 谨 )， 取 了 其 ,…, 疡 (7¥5, 由 于 地 作用 域 
非 空 ,这 些 责 数 是 可 以 取出 的 ) ， 由 它们 与 的 人 所? 二 加 ) 部 可 作出 
pg*T(fuK)…(fis 区 ), 实施 7Y 即 得 pg*T(OKR)…(%K)' (GK)， 
它 与 pg (LKR*, LK* 作 (1, 1) 兴 址 序 得 pg (ZL, gi: 式 ), 郎 9, 刀 
oa po， 故 知 人 可 用 7 表示、 
友之, Y f 之 值 如 下 : 
1-0, 当 不 呈 pg™*T(f1 民 )… (fas 攻 ) 形 时 
(这 条 件 的 特征 夯 数 易 表 为 五 则 画 数 ) 。， 如 果 了 呈 上 述 形 状 , 划 把 
它 与 pg (LK™, LK') 作 (1, 1) 选读 郎 易 求 得 pg(L, JoKE)， 即 
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记 SiSh, I<j<s) ， 部 求 出 一 切 的 ， 于 是 利用 尾部 可 得 gi， 
总 ，… 总， 将 它们 与 Gy 作 (1 1) 沈 库 即 得 9;Gi9)-1G%4…91G1， 
即 yj， 这样, 7 便 可 用 (ai …， 喉 表示 了 。 

定理 得 证 ， 

推论 ”如 把 多 元 画 数 了 的 珍 达 式 履 用 户 ， 只 要 Gh 及 LRK" 及 
(1, 1) 兴 曙 可 自由 使 用 , 则 任何 个 算 了 于 均 可 化 归 为 一 个 (1,1, 1) 
型 算 子 . 

证 明 ” 因 这 时 任何 算 子 均 是 有 * 算 于 ， 

注意 ; 如 果 不 用 产 作为 多 元 画 数 三 的 表达 式 , 那 未 还 须 添加 
若干 画 数 及 多 多 迭起 ,以 保证 由 了 可 作 户 , 由 产 可 作 f， 不管 如 
何 , 只 要 多 多 迭 冒 可 用 ， 那 未 任何 态 个 (8, m,n) 型 算 子 均 可 化 归 
为 一 个 (1, 1, 转型 算 子 。 这 样 , 在 类 型 的 化 归 方 面 便 可 以 化 归 到 
最 简 了 . 

在 计 葵 算 子 时 总 是 容许 使 用 一 切 大 是 的 ， 因 此 在 作 理论 的 探 
计时 , 永 可 假定 一 切 算 子 为 已 化 归 为 (1 1, 1) 型 算 子 了 .这 样 ,将 
可 使 一 切 讨论 化 简 。 上面 的 讨论 中 已 多 次 使 用 (1, 1, 1) 型 算 子 作 
为 一 切 算 子 的 代表 ,根据 这 里 的 业 果 可 以 看 出 ,使 用 (1, 1, 1) 型 算 
手 作 代表 -一 般 改 求 并 没有 霄 失 粘 果 的 普 吉 性. 

算 子 可 以 分 为 两 种 , 容许 参数 的 和 不 容许 参数 的 ， 如 一 - 算 子 
的 作用 域 只 能 依 对 于 作用 变 元 而 不 能 依赖 于 参数 的 ( 如 果 作 用 域 
含有 参数 ， 整个 式 于 便 算 无 意义 ), 划 该 算 子叶 做 不 容许 参数 的 算 
子 ; 反之 , 如 一 算 子 尤 许 作用 于 不 管 合 参 数 或 否 的 作用 域 , 则 该 算 
子 便 叫做 容 攻 参数 的 算 子 ， 对 于 同一 个 算 子 说 来 ,容许 参数 或 否 ， 
其 畏 果 可 以 是 大 不 相同 的 ， 就 (1, 1, 0) 型 算 子 z 而 言 . 如 果 它 
不 容许 参数 ， 则 只 能 作用 于 - -元 画 数 fo) , 从 而 只 能 作出 常 值 画 
数 rtiF(z) , 决 不 能 作出 非常 值 的 画 数 来 ， 其 力量 是 非常 微弱 的 ; 
但 如 果 它 容许 参数 ， 因 而 可 以 作用 于 丽 数 (wi …, ww， 2) 得 出 
7 了 a，… ,rs0) ,这 时 它 的 力量 便 非 常 强 ,由 加 法 ,乘法 、eq (2,9) 
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出 发 ,利用 帮 甘 及 鼓 算 子 便 可 作出 一 切 可 放 算 的 夯 数 来 (如 果 承 认 
在 第 五 章 $10 所 引进 的 印 于 论题 的 话 )。 机 者 力量 当然 是 大 大 不 
同 的 . 
对 同一 算 子 说 来 ,容许 参数 与 否 当 然 大 大 不 同 .… 试问: 任 葵 一 
个 容许 参数 的 算 子 a, 能 否 找 出 另外 一 个 不 容许 参数 的 算 子 8 与 
它 可 相互 汉 示 ? 
当然 ,如 果 a 作用 于 具 7 个 参数 的 西数 刀 这 时 可 把 它 看 作 一 
个 新 算 子 Br: 
or fa … Vr, w) 表 La， 0 TC), 
而 可 限定 不 容许 参数 ， 但 对 a 说 来 ,7 是 可 变 的 ， 即 a 容许 任意 
， 多 个 参数 的 , 每 当 7 变更 时 ， Br; 也 会 变更 , 因此 车 用 这 种 方法 时 ， 
只 能 认为 : 容许 参数 的 算 子 a 可 用 无 穷 多 个 不 容许 参数 的 算 子 表 
示 , 而 不 是 用 一 个 不 容许 参数 的 算 子 表示 . 套数 个 数 7 能 否 固定 
呢 ? 对 此 ,有 下 面 的 很 重要 的 和 结果. 
定理 6 凡 容 许 参 数 的 算 子 a 可 以 限于 只 次 许 一 个 参数 . 
证 明 设 把 a 作用 于 售 7 个 参数 的 责 数 了 (i,…, Vr, 2%)。 今 
先 定义 
gu, 0) = (LE wy, LK YY, 1 LEu, Ia, %). 
倒 忆 ==P9'0u Wy, 显然 有 : 
a (一 a fALE'o, LER’, +, Lo, 1) 
” -ro ©), 
但 g 只 有 一 个 参数 , 故 知 a 永 可 只 作用 于 具 一 个 参数 的 g(w, 四) 而 
得 a 9g(w,2)( =h(w,9y)), 然后 再 作 迭 证 序 得 : hw,Y)— 0 9(%,%) 
一 a fu,…, ,2)， 定 理 得 训 . 
二 结果 非常 重要 ， 以 后 每 当 作出 配对 画 数 后 , 永 可 假定 : 凡 容 
许 参 数 的 算 子 均 只 容许 一 个 参数 . 
定理 了 任 和 给 一 个 容许 参数 的 算 子 c, 均 可 作出 另 一 个 不 容许 
参数 的 算 子 B, 使 与 w 可 互相 表示 ,还 可 要 求 B 是 值 1, 二 型 的 . 
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证 明 所 求 的 B 为 : 
jb 可 一 4 jl 由. 


(和 的 一 (tf 3 


卫 当 作用 于 人 的 有 .光一 及 7 ， 当 人 
用 于 含 参 数 的 了 时， 可 限定 了 只 有 一 个 参数 几 这 时 @ fw, 2) 
一 5B, 了 2), 故 0 可 用 户 表示 . 当然 , 这 里 的 8 是 (1, 2, 9 
型 的 ， 利 用 上 面 所 壕 的 化 妇 方 法 ,还 可 把 B 化 归 为 (1, 1, 1) 型 (该 
者 斌 自行 化 归 ) , 故 B86 的确 满足 要 求 . 

反之 , 6 显然 可 用 a 表示 ( 郎 由 上 式 可 见 ) , 故 定理 得 证 . 

根据 本 定理 ， 有 了 配对 画 数 以 后 可 只 使 用 不 容许 参数 的 
(i, 1, 1) 型 的 算 子 . 

以 后 将 证 明 , 容许 参数 的 算 子 rece、 itr、inv.reg、 stp, 、IT、 
rta 等 , 均 可 用 不 容许 参数 的 同名 算 子 来 表示 , 看 来 ,除了 (s,m,0) 
型 算 子 (如 ri 以 外 ,所 有 其 他 类 型 的 容许 参 数 的 算 于 均 可 用 不 容 
许 参 数 的 同名 算 子 求 卖 示 , 但 是 这 种 猜测 论 邻 何 示 能 证 明 . 


习 是 

1. 就 证 : 任 烛 瑚 个 (s， 和 2 型 算 子 ) 均 可 化 归 为 一 个 (mm 19) 型 算 
子 . 同时 列 骨 所 需 之 条 件 ( 本 题 要 求 所 需 条 件 较 简 或 证 明 较 简 )， 

3， 把 下 列 二 条 件 的 特征 函数 写 出 : 

(1) f(z) 星 29 弛 万 户 … 太 之 形 ; 

(2) 2) 是 pgrICfiK)…(f%K) 之 形 . 

3. 如 果 已 作出 两 个 算 子 a、7，, 使 得 

了 of 0) =f(W, 

则 与 o、 7 配合 后 ,下 列 二 算 子 4 与 8 必 可 互相 表示 : 

当 a 把 7(2) 改造 为 9() 时 ,8 把 ,5 了 (t) 改造 为 590). 

4, 设 a 为 容许 参数 的 (1, 1, 1) 现 算 子 ,而 8 定义 为 ; 

sb, f(r) 表 人 /Po9EKy, 1)), 

且 6 不 容许 参数 . 求 产 ? 容许 参数 的 % 与 不 容许 参数 的 8 可 互相 表示 、 

5. 斌 把 下 列 的 算 子 化 归 为 也 , 1, 1) 型 算 子 (如 可 能 , 作出 较 通 法 更 简 的 
和 苦果 ) 
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(2) “reg (Cg), fw, 四)5 


{Tr, WIC, VU) 


(3) z 忆 7 的 (注意 , 它 非 (1 1 DD 型 ). 
6 机 基于 o 为 GD 型 而 心血 定义 如 下 ! 
sa f= FD) ofa FY 
(被 作用 画 数 只 全 一 个 )， 求 弯 : 借助 于 一 元 而 数 及 C1) 适 置 , a 及 a' 可 用 
表示 ,和 而 gc 及 af 可 用 *a 起 示 . 
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本 节 将 对 由 苏 数 所 租 成 的 集合 进行 讨论 . 

定义 ” 设 有 一 画 数 集 4, 由 4 中 一 切 % 元 以 下 的 汞 数 所 租 成 
的 集合 记 为 4,. 

发 有 一 夯 数 集 4, 如 果 只 要 广 ,…,fs 属于 4, 则 a(f1,… ,fs) 
亦 属于 4, 便 就 4 对 4 是 封 并 的 . 

如 果 相 应 于 一 谓词 4 的 特征 画 数 ct 4 在 集合 4 中 , 便 说 44 是 
集合 4 的 谓词 . 

在 画 数 集中 , 下 烈 一 类 夯 数 集 非 常 重要 . 

定义 ”如 果 在 画 数 集 4 中 可 以 找 出 一 子 集 UU 及 一 系列 算 子 
aa ca …， 使 得 4 中 任何 一 画 数 , 均 可 由 UU 中 国 数 出 发 ， 猎 过 有 
限 欢 逃 置 及 算 子 m, oa，… 而 作出 ， 则 4 叫做 递归 生成 的 ， 而 U 
叫做 4 的 开始 画 数 集 ， 庄 4 叫做 4 的 生成 算 子 ，4 中 任 一 责 数 又 
叫做 wi, wa … 于 也 的 夯 数 (如果 没 有 生成 算 子 ， 则 呈 做 选 起 于 
忆 ”的 函数 ). 

递归 生成 的 夯 数 集 双 可 如 下 定义 : 

定义 ”如 果 一 画 数 集 4 为 满足 下 列 条 件 的 最 小 函数 集 : 

(1) UU 为 4 的 子 集 合 ， 

(2) 4 对 迭 经 封闭 ， 

(3) 4 对 oa, 9a… 土 内 ， 
则 4 叫做 递归 生成 的 (其 余 定义 同上 ). 
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读者 可 以 验证 ,这 两 定义 是 等 价 的 . 

这 里 ,可 以 容许 有 无 穷 多 个 开始 画 数 ,也 容许 有 无 穷 多 个 生成 
算 子 .但 在 实际 上 所 渴 到 的 递归 生成 的 画 数 集 均 只 有 有 限 多 个 开 
始 丽 数 及 有 限 多 个 生成 算 子 . 

以 口 为 开始 画 数 集 , 且 以 a1, as, … 为 生成 算 子 的 画 数 集 ,将 
记 为 (其 中 “多 多 ”表示 使 用 一 切 兴 置 ): 

{开始 : U; 多 多 ; 生成 : 1, as,…}. 

当 由 开始 丽 数 而 逐步 作出 4 中 各 画 数 时 ,往往 先 作 多 元 画 数 ， 
然后 再 作 少 元 画 数 ， 例 如 ,通常 总 是 先 作 z.gy, 然后 再 作 w?， 这 种 
先 多 后 少 的 过 程 总 示范 有 点 “ 钨 转子 ”的 毛病 ， 能 不 能 够 永远 由 少 
变 元 而 多 变 元 地 作出 画 数 集 4 来 呢 ? 换 句 话说 ,在 作 久 元 画 数 时 ， 
能 不 能 永远 只 使 用 % 元 以 下 的 画 数 呢 ” 亦 序 , 由 4 为 递归 生成 的 
这 一 事实 能 否 推出 小 为 递归 生成 的 呢 ? “ 

定理 1 对 任何 递归 生成 的 画 数 集 4 及 任何 正 整 数 % 说 来 , 只 
要 4 含有 配对 画 数 , 那 未 4 是 递归 生成 的 . 

姨 明 ” 改 画 数 集 4 为 : 

4 二 {开始 : 41，As,…; 多 多 ; 生成 : a1, aa,，…}. 
由 于 4 中 含有 配对 画 数 ， 且 对 多 多 迭 置 硅 于 , 故 在 4 中 显然 可 由 
让 而 作出 产 , 由 扬 而 作出 f. 而 且 也、G、 及 、 工 星 然 均 在 4 中. 

当 n==1 时 , 今 误 4 与 下 烈 递归 生成 集 @ 至 同 : 

Q=—{F, G, H, L, 4}, 人 13 as, 1}. 

弃 然 4 对 “*” 封 阴 , 故 八 , …, 碟 均 在 4 中 ， 从 而 了 ,G, 万 ， 
工 ，A， 态 ，… (它们 均 为 一 元 画 数 ) 均 在 小 中 . 在 4 中 度 然 f 与 
矿 可 互相 定义 , 4 双 对 ai, aa, … 封 并, 故 4 性 对 四 ,ao，… 圭 于， 
从 而 4 对 at, az, … 封闭 .这样 便 可 证明 Q 包含 于 4 中 ， 

反之 , 对 于 任何 4 中 的 % 元 画 数 f, 可 以 永明 产 必 在 Q 中 . 

偶 基 : 如果 8 为 开始 画 数 之 -~, 则 产 为 革 个 47, 故 在 @ 中 ， 

归 策 : ”如果 了 由 (m, n) 兴 置 得 出 ,发 了 = 4(B，…，Bn) , 依 
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归 精 假设 ,4*, BT 及 在 入 中 ,由 上 可 知 ( 借 助 于 瑟 、.G、 万 、 工 
后 ) 产 可 由 少 ，B1 …，25 作 ( 人 ,全 渤 署 作 出 , 故 产 在 @ 中 . 

如 果 了 由 生成 算 子 w 作 出 ,发 了 一 au ,Bo) , 依 岂 熏 假 珊 ， 
BI, …, 天 在 @ 中 ,@ 既 对 必 封 六 , 故 户 = 中 (B …，B) 亦 在 @ 
中 ， 

依 数学 归 炳 法 ,本 断言 得 证 . 

令 在 小 中 任 取 -- 画 数 /oo) ,由 本 断 着 知 产 ( 即 D9(Z, 7 尼 )， 
序 pg(L, fLK)) 在 @ 中 . 但 

LF*FF= Lpg(L, FLK)pg(I, T)pg (ll, TD)=f, 

故 知 了 亦 在 Q@ 中 ,这 样 便 知 小 在 @ 中 . 

于 是 便 得 &= 41, 即 小 是 递归 生成 的 . 

当 n 宇 2 时 , 由 上 可 知 , 对 4 中 任 一 夯 数 说 来 , 广 均 在 4 中 ， 
但 因 LAF= 了 了 ', 而 

pgr0caoa 一 Co) ， 

故 知 在 Q 中 培 加 一 开始 画 数 py"0m1…%。 及 增加 一 种 (1, m*) 迭 置 
后 朗 可 包含 小， 反之, 显 见 pgr0co 在 小 中 而 消 对 (to) 封 
天 , 故 得 : 


4, 一 {8 的 开始 画 数 ，D9"07 pe; 
(1, DD) 及 (1, 7) Qi, 02, '"*}. 

即 4 是 递归 生成 的 ,定理 得 证. 

以 上 的 寻 褒 是 尤 许 开始 画 数 及 生成 算 子 有 无 穷 多 个 的 情形 ， 
如 果 开 始 画 数 或 生成 算 子 只 有 有 限 多 个 , 烙 果 还 可 如 下 简化 ， 

定理 2 如 果 递 归 生 成 集 4 只 有 有 限 多 个 生成 算 子 , 且 在 4 中 
了 与 六 可 互相 定义 , 旧 4 可 以 只 使 用 一 个 ( 异 ,1,1) 型 的 生成 算 子 ， 

让 者 就 自 评 之 . 

定理 3 如 果 递 归 生 成 集 4 只 有 有 限 多 个 开始 画 数 41,，…， 
A, 此 外 ,在 4 中 j 与 广 可 互相 定义 , 且 4 中 含有 疼 数 了 了.G、 形 、 
工 , 则 无 论 小 或 小 均 可 只 使 用 三 个 开始 画 数 ， 如 果 4 中 更 含有 
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pg (I，K') (一 切 ), 虽 无 论 小 或 4 均 可 只 使 用 两 个 开始 画 数 ， 
证 明 ”在 第 一 情形 下 ,4i 可 使 用 下 列 开 始 医 数 : 
L, F, py?T(ArK). (ArK) (GK) HR) ( 暂 记 为 ). 
因为 , 上 、F 弃 在 4 中 ,当然 更 在 4 中; 4， 如， G, 五 话 
在 4 中 , 而 4 对 算 子 * 封闭 , 故 4 …， 4， 9 五 " 均 在 4 中 ， 
4 中 又 有 G、 已 , 故 由 前 面 知 果 可 知 ; 
po ?IT(AYE) (As EK) (GOK) H'K) 
在 4 中 , 由 于 它 为 一 元 , 故 亦 在 小 中 . 换言之 ,这 三 画 数 均 在 小 
中 ， 
还 须 证 明 , 由 这 三 丽 数 可 作出 414,…, 4; 及 了 .GQ、 及 、L 上 .由 
它们 当然 可 得 工 、 下 至 于 其 余 各 画 数 ,可 如 下 逐步 作出 : 
7 一 万 万 = 万 FF ， 
(HLE)FF-H (=pg(L, LE)), 
LH=LEK, 
(LRE)V1=0L=GLK, 
(GLE)FF=G (=pg(K’, £)), 
LHG=LEK™! (1, 2,.), 
LE = A"K ALK, 
(AtLK)FF= 4. 
于 是 在 第 一 情形 下 关于 4 部 分 得 证 ,， 
在 第 一 情形 下 ,4 可 只 使 用 下 列 开 始 画 数 : 
L, F, pg"'*+?081.wa AYR) (4 区 )(G 玉 )( 瑟 ' 尼 )， 
读者 可 自 证 之 ， 
在 第 二 情形 下 , 4i 可 只 使 用 下 烈 开始 画 数 : 
工 , pg" 了 At.…AXFGH ( 芹 妈 为 了 ) ， 
这 时 4 既 对 “*” 圭 于, 故 由 了 先 造 产 再造 
Gf*FpglI, K')=pg(K’, L)pg(L, f'K)pg (TI, T)pg(T, K') 
-pg(T, fK'), 
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然后 仿 上 作出 
pg"+3T .41 4. 
序 工 及 六 ; 均 在 4 中 . 
由 工 及 六 可 以 逐步 作出 各 开始 画 数 如 下 : 
LV,=H(=pg(L, LK)), 
LH=LE, 
(LEK)PV ,6G, 
LHG'-LE™ (i=1,2,.), 
(LEK)P,=F, 
LE? = Ax. 
故 在 第 二 情形 下 关于 小 部 分 得 证 
在 第 二 情形 下 ,水 可 只 使 用 下 烈 开 始 夯 数 ; 
了 DOat8+3001 0 人 
诸 者 可 自 证 之 . 
于 是 定理 得 证 . 
由 于 递归 生成 集 4 为 一 4 的 并 和 集 , 政 得 : 
定理 4 只 要 含有 适当 的 配对 画 数 ( 见 上 ) , 则 任何 一 个 递归 生 
成 集 4 均 可 如 下 生成 : 
A={L, F, G, H, Ai, A2, …, pg9"Ov1 ow, (一 切 人 ) ; 
(I, 1) 及 (I, Ww) (一 切 1); Qt, ca2 
当 4 具有 有 限 个 生成 算 子 时 ,上 基 还 可 只 用 一 个 生成 算 于 ， 
读者 可 自 证 之 . 
当 开 始 画 数 有 无 窍 多 个 时 ， 这 个 生成 方式 可 算是 最 简 的 了 . 
但 是 当 开 始 画 数 只 有 有 限 多 个 时 ， 若 用 这 个 方式 则 变 成 无 穷 多 个 
开始 画 数 ( 因 p9"0%1…% 的 个 数 无 限 ) ， 如 想 保持 有 限 多 个 开始 画 
数 的 特征 ,可 改 用 下 烈 方 式 : 
定理 5 只 要 含有 适当 的 配对 画 数 ( 见 上 ) , 则 任何 一 个 具有 限 
多 个 开始 画 数 41,…，, 4; 的 递归 生成 集 4 均 可 如 下 生成 : 
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开始 夯 数 : LF 了, pg*riwwe(AYK). (A K) (WK) (HE), 

或 上, pripvadi'……AiFGH. 

迭 鞭 : (1, 1)、(I Ww) 和) 一切 全， 
(这 里 的 (2, m) 是 指 , 下 29 及 广 叉 么 画 数 作出 pg"0zl…ao 时 所 使 
用 的 大 置 ). 

生成 算 子 : ai，a2，…。 
当 原 来 生成 算 子 只 有 有 限 多 个 时 , 则 可 只 使 用 一 个 (1, 1, 1) 型 的 
生成 算 子 . 

读者 可 自 证 之 . 

最 后 ,还 可 指出 ,如 果 使 用 产 作为 多 元 画 数 的 表达 式 , 那 末 
在 选 候 方面 可 以 大 大 简化 . 

定理 6 如 果 用 产 作为 多 元 函数 上 的 表达 式 ， 那 末 对 任何 递 
归 生 成 集 4, 只 要 它 含 有 适当 的 配对 画 数 ( 见 上 ), 则 它 永 可 如 下 生 
成 : 

A={A1, As, ; (1, 1); a1, os, …}. 
当 生 成 算 子 只 有 有 限 多 个 时 永 可 归并 为 一 个 ; 当 开 始 落 数 只 有 有 
限 多 个 时 , 永 可 拜 为 三 个 或 两 个 , 即 : 
L, F, po AK) (AsK) (HK)(H'K) 
或 
L, po"t3A1 As A FRH. 

臣 者 可 自行 途 之 ， 只 须 注意 ,这 里 的 4; (如 为 多 元 的 话 ) 实 际 
上 是 “41”, 又 可 注意 ,这 时 pgriws 或 209"07ica…o 是 无 用 的 . 

以 上 所 讨论 的 生成 方式 , 可 叫做 标准 生成 方式 .从 这 标准 生 
成 方式 可 以 得 出 : 

定理 7 如 果 两 递归 生成 集 均 含 有 工 、 了 . G. 及 , 且 均 由 有 限 
个 开始 画 数 利用 有 限 个 生成 算 子 生成 ， 则 其 差异 可 归结 为 一 个 开 
始 画 数 及 -- 个 生 碟 算 子 的 差异 . 

配对 夯 数 有 许多 种 ,如 果 利 用 下 烈 一 种 ; 
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pga (ow, Vy) =T, Tw+Y) + +r, Rw= Bay, Lp = HR, 

那 未 显 见 , 除 一 元 画 数 外 只 用 到 一 个 二 元 画 数 :加 法 ， 故 有 : 

定理 8 如 果 一 递归 生成 画 数 集 4 含有 加 法 、Tuz 、Bvw 、Fav， 
那 未 只 须 在 41 以 外 再 加 入 加 法 、Ii 及 (1 mw) 、(2, n") 迁 置 , 序 可 
作出 4 

由 这 定理 可 见 加 法 的 重要 (不 过 , 只 用 乘法 及 一 元 画 数 亦 可 作 
出 配对 尔 数 和 , 对 别 的 二 元 两 数 恐 怕 也 有 这 种 特性 . 如 果 这 样 的 
话 , 那 未 加 法 及 乘法 便 失 去 其 特 丈 地 位 了 ). 

最 后 , 我 们 指出 , 如 果 只 使 用 一 元 画 数 及 (1, 1) 菊 咪 , 则 算 子 
a 与 a* 是 不 能 互相 表示 的 〈 因 互相 表示 时 两 者 都 需 借助 于 “*” 运 
算 ) ,因此 上 面 定理 中 的 “a*” 不 能 改 为 “a”, 朗 对 递归 生成 集 4 襄 
来 ,其 41 未 必 可 用 a( 朗 使 a 是 G(s, 1, 1) 型 ) 作 生成 算 子 ,因此 下 列 
定理 便 很 重要 了 . 

定理 9 发 递归 生成 西数 集 4 的 唯一 生成 算 子 为 a*; 而 4 为 
(s, 二 1) 型 , 又 证 借助 于 若干 一 元 画 数 及 (1, 1) 迭 置 后 算 子 o 可 
由 wx 表 示 , 则 从 适当 的 一 元 夯 数 出 发 , 利用 (1, 妇 夺 里 及 w 即 可 作 
出 画 数 集 4 . 

让 者 可 自 证 之 . 


习 题 


1， 将 本 节 素 阁 证 的 定理 加 以 群 怎 证 明 . 

2， 试 让 : 如 果 一 算 子 8 可 由 基 递 归 生 成 集 的 生成 算 子 借助 于 该 集 的 图 
数 而 表示 , 则 讨 递 遇 生 成 集 必 对 8 封闭 . 

3. 如 果 一 递归 生成 集 对 算 子 8 封 关 ， 疗 是否 8 必 可 由 读 递 归 生 成 集 的 
生成 算 子 才 示 ? 《借助 于 该 集 的 两 数 ,或 借助 于 一 般 的 萎 数 .》 

4. 设 4 的 诸 生 成 算 子 a(1l<i< 有 为 (5, 1 1) 型 一般 膏 来 ,41 未 必 可 
由 a 生成 ,但 永 可 由 只 或 由 :mCaif (zw) = (gif(w))*) 生成 ,就 证 明之 . 

注意 : 因此 ,在 一 定 意义 之 下 可 以 襄 , 对 生成 递归 生成 集 的 过 程 而 论 , ar 
强 于 a Ca 当然 强 于 a, 齿 上 节 习 题 第 6 通 )， 


108 第 一 章 和 个 子 


5. 如 果 采 取 下 述 方 式 定义 “ 集 4 的 谓词 ”; 凡 能 表 成 了 =9 形 的 萌 钵 (法 
中 了 与 9 为 集 4 的 栈 数 ) 均 叫做 集 4 的 谓词 . 

辣 : 这 里 所 定义 的 ,与 本 节 正 文中 所 定义 的 集 4 的 性 说 是 不 是 等 价 的 定 
义 ? 哪个 包含 多 些 ? 

煤 证 : 如 果 集 4 含有 函数 eq(z， 轧 ， 且 对 迭 置 者 妆 ， 则 这 两 定义 所 引 人 
的 概念 是 一 臻 的 ， 
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上 面 已 痢 说 过 ($8) , 算 子 分 成 四 种 : 非 能 行 的 、 御 能 行 的 、 高 
等 能 行 的 及 初等 能 行 的 。 本 书 不 讨论 非 能 行 算 子 , 因此 只 研究 后 
面 三 种 . : 

每 种 算 子 都 有 诈 多 ,我 们 须 挑 选 一 些 有 代表 性 的 .有 特殊 性 质 
的 应 用 广泛 的 算 子 来 加 以 研究 ， 照 这 要 求 说 来 ,将 以 原始 递归 式 
及 其 推广 的 这 系 算 子 为 最 合适 了 . 

原始 递归 式 算 子 本 身 是 高 等 能 行 算 子 , 它 的 加 限 算 子 (加 限 原 
始 递归 式 ) 是 初等 能 行 算 子 , 它 的 推广 (年 递归 式 ) 是 个 能 行 算 子 ， 
这 恰好 可 作为 上 述 三 大 类 算 子 的 代表 . 

求 首 式 也 很 重要 ,但 求 逆 式 本 身 是 秆 能 行 算 子 , 它 的 加 限 算 子 
是 初等 能 行 算 子 ， 我 们 无 法 从 求 逆 式 这 系 算 子 中 找 出 一 个 合用 的 
高 等 能 行 算 子 来 。 此 外 , 虽 则 受 限 求 逆 式 作用 于 本 原 丽 数 时 所 得 
的 和 结果 基本 上 与 加 限 原始 递归 式 一 致 (但 已 弱 得 多 ), 而 不 受 限 的 
求人 迹 式 作用 于 本 原画 数 时 所 得 的 精 果 与 秆 递归 式 大 不 相同 ， 反 映 
不 出 求 复式 的 全 部 力量 .因此 , 研究 中 宜 以 原始 递归 式 这 一 系 为 
主 ,而 以 求 着 式 这 一 系 为 辅 

定义 ”由 本 原画 数 出 发 ， 沟 过 有 限 次 迭 蔷 及 加 限 原始 递归 式 
(或 原始 递归 式 ， 或 中 递归 式 ) 而 作成 的 画 数 所 粗 成 的 集合 叫做 利 
等 画 数 集 ( 原 始 递归 画 数 集 、 侍 递归 图 数 集 ) ， 如 果 除 本 原画 数 外 ， 
还 用 到 41,…, 水 为 开始 画 数 , 则 称 其 为 初等 于 (原始 递归 于 、 守 
递归 于 ) 4 ，4:， …， 汪 , 的 画 数 集 . 
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”注意 : 这 里 所 定义 的 初等 画 数 集 与 一 般 的 递归 画 数论 的 书 上 
所 定义 的 ( 亦 朗 Kalmar 所 定义 的 ) 不 同 , 那里 的 初等 画 数 集 ( 照 这 
里 定义 ) 应 是 初等 于 zy、4*9y、 2* 的 画 数 集 ( 参 见 第 三 章 $2)， 

凡 属 于 初等 画 数 集 的 彰 筒 , 郎 其 特征 画 数 为 初等 画 数 的 斋 蛮 ， 
叫做 初等 谓词 .原始 递归 裔 词 及 竺 递归 谓 镜 等 仿 此 定义 . 

全 递 归 责 数 中 处 处 有 定义 的 画 数 旧 做 一 般 逆 归 画 数 .以 后 可 
以 证 明 ， 一 般 递 归 侈 数 可 以 由 本 原 责 数 出 发 丢 过 有 限 次 迫 置 及 一 
般 递归 式 ( 即 其 中 所 用 的 g(x) 是 归宿 函数 的 ) 而 作出 . 换言之 ,在 
作出 一 般 递归 丽 数 时 ， 可 以 永远 不 使 用 那些 未 必 处 处 有 定义 的 丙 
数 . 再 换 一 句 话说, 一般 递 轨 函 数 集 也 是 递归 生成 的 . 

以 后 将 及 组 讨论 这 二 大 阔 数 集 : 初 等 两 数 集 ,原始 递归 阔 数 集 
及 千 递 归 夯 数 集 ( 但 在 讨论 咎 递归 画 数 集 时 , 旧 以 一 般 递 归 阔 数 集 
为 主 ). 

当 使 用 额外 的 开始 丽 数 (如 上 文中 的 庄 4t) 时 , 通常 均 由 下 二 
元 画 数 列 {ps(w， 2)} 选 取 : 

polu, 0) 一 个 0 
| 人) = ,itr pr, t). 


习 题 
1. 由 本 原 范 数 册 发 , 轰 过 有 限 次 的 选 苇 及 摹 状 式 后 , 能够 造 出 什么 本 
数 ? 能 否 全 部 列举 出 来 ? 
2. 由 本 原 图 数 出 发 , 释 过 有 限 次 的 浊 葡 及 受 限 荀 状 式 后 ,能够 造 出 什么 
酌 数 ? 能 否 全 部 列举 出 来 ? 
3. 同 第 二 2 题 , 但 算 子 则 改 用 求 逆 算 子 ( 受 限 或 否 ). 
4. 同上 ,但 算 子 则 改 用 min， 或 max, 或 之 ， 或 之 N, 或 开 . 


br。 / _ Fwse 二) 
5. 斌 证 : gCW) 4) =W 二 2 Pat WD) = SY, Pal t) 一 a |: 
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S 1 四 个 初等 图 数 集 ( 上 ) 
首先 ,我 们 葵 出 下 烈 定理 . 
定理 “如果 ( 参 数 必 可 以 有 多 个 ,这 里 只 写 一 个 ) 
hy, m, 0) =m, . 
hu, m, Sn) 一 Fo mw blu, mo 内 ) (DM, 
jw m, 内 gl, my 内 (一切 内， 
井 用 4 表示 max (n, glu, m, 办)， 则 有 : 


ho m,n) = foo fl v9). (Ca 


gD) >As msn) 
如 果 J 与 第 二 变 元 4 无关, 则 4 还 可 代 以 gw m, 由， 
证明 认命 式 (*) 右 绒 所 定义 的 画 数 为 有 (wm, mw) , 则 
hy, m, 0) =m; 
{po m, Sn) =f (u, min (4A, n), min (4, hu, m, 1) )). 
今 用 数学 归 业 法 证 明 (*) 式 . 
货 基 : 万 人 m, 0) = 二 m= 二 hw m, 0) , 故人 (*) 成 立 ， 
归 稿 : 
hi(u, m, SR) 一 Fo min(d, n), min(4, (uv, m, 1))) 
= 了 wn, min(A, ju my nn))) 《归纳 假设 ) 
=f(u, n, hlu, m, nm) ) 
=h(u, m, Sn), 
故 依 数学 归 畏 法 , (*) 式 得 证 . 
由 证 明 过 程 可 见 , 如 上 与 2 无 关 , 则 4 可 换 为 go %m, %)， 
故 定理 得 证 ， 
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推论 ”如果 zee fw, 2 7) 志 9(w, m2) 淋 一 要 加 成 立 ， 


(Yn. 1) 
则 有 (4 仍 表示 max(n, g (vu, m, 1))): 
reo flu, w,Y)— ree flu, wD. 
(wD Cm 1) (PD A, nn) 
利用 画 数 列 pw lw, 2) ( 见 第 109 页 ) 可 依次 作出 下 烈 各 画 数 集 ， 
(一 ) 老 航 初等 图 数 ( 序 上 文 的 初等 画 数 ) 


(0-1) Dn= red 名， 因为 : 


C2, Cn, 0 n) 
D0=0, 
DSn=n, 


Dn=<n. 


(0-2) mn= re Dy， 因 为 : 


(oD ms 内 
m—0=m, 
mSn=D (mn), 
mnNREMm., 
(0-3) Ne=1—0. 
(0-4) min(s, Y) =%- {09). 
(0-5) N’?max(w, y) =Nmin(Ns, Ny). 


(0-6) mNn= ”feo 0， 因 为 : 


Cm, 2 一 (90 nt 1) 


mNO=m, 
mNSn=0, 
mNn<m. 
(0-7) m+ Nn= feo m， 因 为 : 
(9, FB Sn, nt) 
m+-NO=Sm, 
m+ NSn= mm, 
m+Nn<Sm. 


(0-8) eqlm, %)=N(N(m-n) N (nm)). 
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(0-9) mw m) = re ,SyN (mN (mSY))。 因 为 : 
， wr Yn 0,n 
rs(0, m) =0, 
rs(Sn, m) 一 Ts m NmN (mS rsn, m))), 
rs(n, m) <n, 


(0-10) [二 |- re y 十 和 rs(zw,m)， 因 为 : 


(如 的 一 (0 0, 1) 


[3]-9 
mm 
[ 笠 | 一 | 三 | +Nrs(Sn, m), 
J 
(0-11) raln, SLSm) = feo, Sy NT. Na( Sm [ $ ]). 
因为 : 
rs(0, S(1.Sm)) =0, 
rs(Sn, S(LSm)) =8 re(n, S (LSm)) N21 
Vs (So rg(n, Sm)) ) 


rs(n, S(l: Bm)) <%n. 


(0-12) [Vn] 加 (zg, eo, ytN(sy [SE]). 因为 : 
[M0]=0, 、 
[VSR] = [VNRI+N (SLVR 一 7]): 


[Vn]<n. 
注意 : Sn 为 下 方 数 当 且 仅 当 BT/ 一 + [3 |=0. 


_13, -一 iy 2 oo Sw 
(0-18) En— reo SyN (SLV#] [a 2 因 
为 : 
五 10 一 0， 
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BSn—SBine MW (SLVR Gs) 
Fn<n, 


(0-14) Lin={Vn]1 Bn. 
(0-15) Lm=[VaI | S|. 


(0-16) Erm= 入 By. 


yn, nt n) 

(Zioa 及 Lm 等 仿 此 .) 
值得 注意 的 是 :利用 震 狼 初等 画 数 ,可 以 从 加 限 原 始 递归 式 表 示 好 
些 重要 的 算 子 . 


0.D hf- ie0 w+N)). 


Won, 0， 


(0.2) rtaf (2)=n-rtif nw) NF (rt Go)) 


(0.3) BSN- ze {y+tNf(Se))}. 


(2 的 -CS NFCOY, n) 

(0.4) 了 MO-NfGt N/m)). 

(0.5) max f (0) =f (rti NI N? (SF (2)—f (0))). 

(0.6) min f (2) =f Ceti NIT NSF (0)—f (0))). 
但 是 ,在 才 般 初等 函数 集中 却 是 表示 不 出 之 f 人) 及 11 cp) 的 . 

由 上 上面 所 烈 看 来 ,似乎 零 般 初等 画 数 包括 很 广 , 已 很 是 用 ; 但 
是 ， 攻 者 应 明确 , 零 圾 初等 男 数 包括 极 狂 ，' 它 甚至 不 包括 zx 十 y 或 
27( 第 三 章 8$88 将 和 给 出 旋 明 ). 因此 ,下 面 再 引 人 一 般 初 等 男 数 . 

(二 ) 一 各 初 等 画 数 一 一 初等 于 zw 十 9 的 画 数 


添 入 zy 后, 即 得 

(1-1) 2+y. 

{1-2) 2w(==z 十 w) ,一 般 地 , a% 一 w 十 '… 十 氏 . 
= 一 一 一 一 一 一 


在 个 如 


(1-8) oy= (一 纺 十 人 一 2)， 
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(1-4) max(w, y) 一 2 十 (2)， 
一 般 初 等 本 数 集 昌 然 多 了 好 些 范 数 ,但 下 面 可 以 证 明 , zy 或 妇 估 
不 在 其 中 .因此 ,再 引入 二 逆 初 等 画 数 . 
(三 ) 二 狼 初 等 画 数 一 一 初等 于 z 十 9、 的 画 数 
添 人 新 开始 本 数 妇 后 , 序 得 
CD) mom 一 fee ， (十 册 ，4 表 示 (max (oo 内) 


CB Wo A On 
ni [Sonne.1) 
(2-2) Tn—nt| ee |. 
(2-3) Pq9a lm, 1%) =To(m+n) +m. 
(2-4) pgs(m, %) =Ta(Ta m+n) +n) +m, 


(2-5) pos(m, 由 = T(t D+) +m. 


注意 : 尽管 与 ?9s、 pgs、 pgs 相应 的 配对 左右 画 数 都 是 雳 级 初 
等 丽 数 ,但 这 三 个 合 夯 数 却 是 二 锋 初 等 夯 数 ， 有 了 配对 画 数 后 ,可 
限定 各 算 子 只 容许 一 个 参数 . 


(x) Df- Too {y+f (Sn)), 

这 里 4 表示 (max f(w)) .Sm. 
可 以 证 明 , 2* 不 在 二 闻 初 等 责 数 集中 、 玖 再 引入 : 
(四 ) 三 级 初等 画 数 一 一 初等 于 ze 十 外、 吧 、2r 的 夯 数 
添 和 新 开始 画 数 2" 后 , 即 得 


仆 
(83-1) m= reo me*y, 
(wd 1, nm) 
这 里 4 表示 2"? (这 mm). 
-人 
(3-2) nl 一 reo 009， 这 里 4 表示 2 
(p24 1 1) 


(8-8) ep (a, 由 =rti N rs (n, as9 . 


an 时 印 (4, 10) 可 说 是 中 含有 因子 a 的 个 数 , 朗 它 为 下 方程 
租 的 t 根 : rs (n, 9) 一 0, rs (n, asf) 关 0， 问 4.n<1l 时 和 结果 如 何 ? 
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(3-4)”P, (第 % 个 质数 . 注意 : Po 一 2). 

我 个 知道 , 所 为 质数 ” 当 且 仅 当 千 的 因子 个 数 为 2 7， 亦 朗 
当 且 仅 当 完 N (t, zw) = 2, 故 扩 为 质数 ”的 特征 郴 数 为 
eq (SN zs(t 2)，2) . 换言之 ,这 图 数 的 每 一 需 点 都 是 质数 ,从 而 
“第 多 个 质数 ” 便 恰 巧 是 这 画 数 的 第 % 个 等 点 〈 亦 是 从 第 0 个 震 点 
数 起 ); 如 果 该 堵 点 为 9g, 那 就 显然 是 在 2 以 下 (包括 % 在 内 ) 恰 巧 
有 m% 十 上 个 雾 点 . 故 得 

了 ,一 rtieq (w+1, ZN(eq (SN rg (二 £), 2))). 

在 竺 花 $8 中 已 证明 P, 志 2*”, 故 可 取 4 为 22. 

(3-5) ep (a, 由 = ep(Pu n) ( 亦 记 为 eps n). 

(3-6) Hn=—rtars (n, P.). 
ep (&, m) 为 及 所 含 的 Po 方 短 ，Hm 为 的 最 大 质 因 子 足 码 . 

利用 (8-4) ~ (8-6) 三 个 画 数 ,可 将 ?2 分解 成 质 因 子 表 示 : 

n= I Poe” Oox0). 

以 上 便 是 最 常用 的 三 亲 初 等 丽 数 (实际 上 , ep、ep 及 五 是 替 

疾 的 ) ,利用 三 琢 初 等 画 数 ,还 可 定义 下 列 算 子 : 


人 
(*¥*) IIf(w)= reo Yof3o)， 
Sh (Dd, 0), 1) 


这 里 4 表示 (maxf(2))™. 
顺 次 添 入 pn(4, %) (此 第 109 页 ) 即 得 1 他 初等 图 数 集 . 


习题 
1. 斌 将 下 列 各 常见 的 数论 图 数 帮 成 (尽量 低 极 的 ) 初 等 贺 数 , 当 依 通常 
褒 法 无 意义 时 , 则 榴 定 其 值 为 0. 
(To ;1 的 灼 数 之 和 ; 
(2) aca(m) ; 8 的 灼 数 的 a 次 帘 之 和 ; 
(3) To) : 2 的 不 同 质 因子 个 数 ( 相 辣 的 只 算 一 个 ); 
(和 U"(n): mn 的 质 因子 个 数 (相同 的 重复 计算 ); . 
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1, 当 %==1 时 ， 


(5) uCm) 二 90， 当 % 为 以 针 的 平方 数 的 倍数 时 ， 
a， 此 外 ,这 里 万 指 1% 的 不 同 质 因 子 个 数 ; 


1 > ) 习 万 本 
(6) xm= 人 Ci 
1， 沼 % 二 时 ， 
7) XA! 一 
CD) Xen) {a 此 外 ,这 里 万 指 w 的 质 因子 个 数 ; 


(8) [lg 9] ; 

(9) dv (a, b): wp 的 最 大 公物 数 (但 dv (0, 0) 二 0); 
(10) hn (a, 5); wp 的 最 小 正 全 倍数 ( 当 ap=0 时 , 构 定 它 指 0); 
2. 求 出 下 列 愤 说 的 特征 数 : 

(1) 2 为 完全 数 ( 朗 ; % 的 因子 和 为 % 的 两 倍 ); 

(2) m、 mn 为 亲 和 和 数 ( 邹 ; mr 及 %w 的 因子 和 均 为 2 十 9)。 
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定义 “在 初等 夯 数 的 定义 中 , 如 将 Tee 换 为 mv, 所 得 的 画 数 
集 叫做 副 初等 画 数 集 ， 估 上, 可 有 和 堆 级 乃至 风 级 的 副 初等 醒 数 集 . 

从 本 原 面 数 出 发 利用 挝 苇 ,可 由 rec 而 表示 fn?, 但 却 未 能 
由 in? 而 表示 Tee，, 故 各 航 副 初等 画 数 集 均 为 相应 的 初等 画 数 集 
的 子 集 . 

现在 依次 计 论 各 籽 副 初等 责 数 集 . 

(一 ) 雾 极 副 初 等 函数 

(0-1) Dz= ny St( ~rti oq (St 四 )， 


(0-2) Wo 一 fnv Dt ( 一 eq (Di, w)). 


ty(1,w) 
(0-3) Ny= ny 1 (= ri eq (1, Ny)). 
(wm, NE 


(0-4) Ny=1Ny. 


(05) s+Ny= ny SiNy (~ rti eq (StN’y, Sa) )， 
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(0-6) z Ny= nv StNy( rt eq (StNy, 2)). 
(0-7) eq (w, 9) = fnv oNi(=2tieq (Nb W)). 
由 此 ,读者 不 难 验 证: 堆 般 副 初 等 丙 数 集 对 命题 联结 说 是 圣 骨 的 . 
可 作出 下 列 算 子 : 
0.D Gy7G， 
(0.2) min Nf (2) (= HELNf (0)) = Nf (rti NF (2)). 
(0.3) max Nf(g) =NFf (rtif (2)). 
(二 ) 一 入 副 和 初等 画 数 ( 应 人 开始 画 数 % 十 9) 
(1-1) w+y (新 开始 画 数 ) . 
(1-2) 2 一 9 一 nv yti(—ti ed (y+i, 2)). 
-8) wy= (一切 (Z 一 9 十 9 一 . 
(1-4) 7 一 9 一 2) 十 (一 2) 
(1-6) min (2, ) =%— (1). 
{1-6) max (¢, 9) 一 0 十 (一 2) . 
Gd-7) [22|= By (Sw--aSt) (a 为 答 定 的 数 ). 
to{g, 0) 
在 一 般 副 初等 夯 数 集中 , 可 作出 下 弄 算 子 : 
(1.1) Tta f(z)=n -rtif (new) Nf (rtif (2)). 
(1.2) maxf(w)=f(rtiN min N? (SF (42) -f(t))). 
(1.8) minf(%)=f (rtiN min NCSF (tf (%))). 
(三 ) 二 航 副 初等 画 数 (旅人 开始 画 数 2 十 轨 、 他 ) 
(2- 世 到 《新 开始 夯 数 ) . 
(2-2) 29 一 [(Z 十 力 2 一 好 一 的)7121. 


Z| C/o,. 
(2-3) [| jw (So 9g39)， 
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_ ,fs 

2- relo, 9 -09°| |. 

(2-5) [Vz]1= inv [Sw-: (St) ?2]. 
其 余 各 图 数 便 可 仿 前 作出 了 (如 Tw Bz pga (5, Y)、TLa2 等 等 , 
其 中 包括 tm (w, 40))， 

(四 ) 三 狼 副 初等 范 数 ( 添 大 开始 画 数 2 十 y、 2?、27) 

可 以 享 明 ， 添 入 开始 丽 数 s+y、w?、2* 后 ， 可 由 In* 而 表示 
fes, 从 而 n 之 3 时 多 毅 副 初 等 画 数 集 便 和 nn 疾 初等 画 数 集 全 同 . 

定理 1 三 般 副 初等 钞 数 集 与 三 家 初等 画 数 集 全 同 . 

耳 明 ”显然 ,三 航 副 初等 画 数 集 是 三 般 初等 画 数 集 的 子 集 ; 今 
证 三 航 初 等 画 数 集 亦 是 三 籽 副 初等 丽 数 集 的 子 集 ， 为 此 , 只 须 证 
明 :借助 于 三 圾 副 初等 画 数 ,可 用 ,iny 表示 。 feo ， 便 友 了 ， 


(B,D, 1 防 ) 


设 gl mv 由 = fe ff(w, 功 ,如 


Gh 2 1 1) 


9g %, m, 0) =m 
je m, Sn) =f (min (u, 1), min (u, g (%, m, 1))), 


(%, mm, W) Emax (m, max max f(z, Y)) (=01). 
wa =H 


舍命 
wo— ged gu, m, Nn), 
从 而 有 
tm (人 w2) =g9(u, m, 2), 
故 w 应 满足 条 件 


eq (tm {0, w), m) + max eq (tm (St, w), 

f min (v, bf) ,min (u, tm (it, w))))=0 

(下 文 访 为 4 (Ww m,n, w)=0)， 由 上 述 讨 论 还 知道 : 公所 
pg (2042 2 2 ) (三 0) (这 里 8 一 n 十 G1)。 故 得 


wo=7Tti A(u, m, Wn, WwW). 
wa0 
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于 是 ， 
ge, m, W ~tm tn wo) 一 tm Cn, rt ACY, m, n, w)). 
换言之 , Teo 可 用 而 (从 而 用 fnv) 表示 ,定理 得 赴 ， 
顺便 指出 ,初等 画 数 的 名 称 最 初 是 由 Kalmar 提出 的 ,他 葵 出 
的 定义 是 : 
定义 ”由 本 原 丽 数 及 w-hy、w*y、o"y、 | 纪 | 出 发 ， 沟 过 有 限 
次 洋 谨 、 兴 加 ( 避 ) 、 渤 乘 ( 卫 ) 所 得 到 的 画 数 中 做 和 和 等 面 数 . 
今 证 明 Kalmar 所 引 人 人 的 初等 画 数 恰巧 便 是 这 里 的 三 好 初等 
画 数 ， 在 施 明 之 前 , 先 指 出 两 点 : 
第 一 , 在 这 定义 中 , +y、 woy 及 | 全 | 可 和 省， 因为 
$y- YY, 
vy=Sr: Sy-N (vy), 
Na=1l (1), 
Nw=1 Ne, 
wy = Py) NI Yt + ty) , 
[S|=Ny Ny G+ —e) 


( 按 一 般 习 层 , 狗 定 | 所 | 一 0)， 显然 , 把 “wy7” 换 为 “w+y? 也 可 
以 , 且 更 易 作 出 . 

第 二 , 有 下 列 引 逻 ， 

引 理 ”对 任何 fa, 从 ,有 


ye， WD Em+ max max fe, 9) 
z < 十 习习 /G, ). 
因此 , 当 对 两 变 元 均 递 二 时, 左 器 便 <f (w 四 ， 
证 明 命 Yee fo 殷 =gGo m0), 则 


WD tt ns Nn) 
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9( m, Sn =f (min (wo ，min (u, 9 (u, m, n))) 
max max f(%, ). 
因 9(w, m, 0) =m, 故 得 
eo f(s Y) Smax (m, max maxf (oe, Y)) 
<m+ 罗 fe y). 

引 理 得 证， 

定理 2 Kalmar 所 引入 的 初等 两 数 集 恰巧 是 这 里 所 定义 的 三 
级 初等 夯 数 集 . 

证 明 下 almar 定义 中 所 用 的 开始 画 数 均 在 三 故 初 等 丁 数 集 
中 《分别 为 一 般 , 需 级 ,二 级 ， 雳 级 ) , 而 之 及 打 均 可 作出 (分 别 在 
二 好 ,三 航 中 ), 故 Kalmar 所 定义 的 初等 画 数 均 为 三 航 初 等 画 数 . 

反之 , 三 圾 初等 画 数 集 的 开始 画 数 (本 原 、w 十 y、 2、2”) 均 在 
Kalmar 所 定义 的 图 数 集中 , 因 : 

02 一 0， 2 一 [C(I 2)/2]. 

至 于 加 限 原 始 弟 归 式 ， 也 可 在 Kalmar 所 定义 的 落 数 集中 加 

以 表示 、 届 将 ， io ， fc, 殷 表 为 g(w ma, 由， 根据 引 理 ,有 
gw my 用 挟 m 十 习习 Je, 办 (以 后 记 之 为 0). 
在 所 定义 的 画 数 集中 可 以 表示 ri ( 当 有 和 需 点 时 ): 
vif (9) ~ I NO). 
因而 , 仿 上 可 定义 Ps 及 ep(a, n)， 再 定义 : 
wu, m, 内 一 zi (oq (epo 2, mm)) 
十 之 ed (epsri%, f (min ($, ws min (w, epr 2) » 和 
这 里 4 表示 P% 轩 ?， 容 易 验证 
20 (2 mM, nN) 一 11 Pe oe) 


于 是 
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g (wu, mm, %) = epnw (wu, 22 多) 。 

故 加 限 递 归 式 也 可 在 Kalmar 所 定义 的 丽 数 集中 加 以 表示 ， 从 而 
各 三 般 初 等 两 数 均 在 Kalmar 所 定义 的 画 数 集中 .定理 得 证 . 

由 上 可 见 , 当 用 fnv 来 代 赤 Yee 时 , 使 用 同样 的 开始 丽 数 ， 孝 
得 出 不 同 的 需 和 级、 一般 、 二 融 丽 数 集 , 但 三 般 ( 及 以 后 各 航 ) 画 数 集 
又 是 相同 的 ， 可 以 险 证 : 如 果 增 加 开始 丽 数 Wz 而 改 用 min, 或 
max, 或 之 , 或 字 六 ,情况 也 是 一 样 : 相应 的 零 级 、 一 般 、 一 毅 画 
数 集 是 不 同 的 ,但 相应 的 三 毅 ( 及 以 后 各 级 ) 画 数 集 却 全 是 一 样 的 ， 
而 三 级 丽 数 集 怡 是 Kalmar 最 初 提出 “初等 画 数 ”这 个 概念 时 所 引 
太 的 画 数 集 ， 这 一 切 都 险 我 们 一 个 启示 : 三 般 初 等 丽 数 集 是 一 个 
很 为 重要 的 初等 本 数 集 ， 

在 上 面 的 定义 中 , 三 航 初 等 画 数 集 是 由 开始 丽 数 rz 十 、z. 欠 
2 出 发 ,使 用 泛 吐 及 某 个 初等 算 子 (或 teb, 或 和 ay, 或 由 等 ) 而 
作成 的 ， 按 Kalmar 的 定义 ， 则 是 由 w-+g、 zz、[w/ 扫 出 
发 ,使 用 选 填 及 两 个 初等 算 子 习 及 下 而 作成 的 ， 这 样 的 结构 未 
免 复杂 , 今 另 答 出 一 个 更 好 的 构造 方法 ， 试 命 
1, ” 当 n<m 时 ， 
1 f(%+m)， 当 n>m 时. 

定理 3 三 航 初 等 画 数 集 可 由 本 原画 数 出 发 ,使 用 迭 置 及 初等 
算 子 开 而 作成 . 


> 和) 


证 明 这 里 依次 作出 下 列 夯 数 及 算 子 : 
“GD wr 一 阳 ,% 《从 而 可 作出 2)， 

2) [f=, If0. 
(3) Nz=0°, 

G Ny)=, 1, 0 


ty 0 


f(0) ={ 


VW C7, 及) 


站 -一 


—— 
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加 eq 8 WD Ne) 
(6) p(@) ( 暂 用 ) = (Cowrea)meBura， 
则 有 : 
5 国人。 当 8 为 了 的 的 最 小 下 各 时， 
1， 当 Sw 非 站 的 最 小 正 适 点 时 . 
(7) zt 了 (@) ( 暂 用 ) 一 ,JL ,9 的 ， 
则 


f( 的 在 Sn 以 下 、 
Eee AN z 
1, 当 了 (让 在 Sn 以 下 无 正 需 点 时 . 
(8) Dx( 芹 用 ) = rteq (i, 2)， 
则 
Df 当 w 才 0 时 ， 
1， 当 Y 一 0 时 ， 
(9) zt 了 (Dr) 显然 为 1(Dn) 在 Sn 以 下 的 最 小 正规 点 碱 1, 亦 
朗 Jo) 在 呈 以 下 的 最 小 堆 点 ， 换 襄 之 ， 
~ 让 当 f 在 % 以 下 有 需 点 时 ， 
rt f(Dy) = 
人 1, 当 太 在 ”以 下 无 需 点 时 ， 
这 算 子 暂 如 为 Yo) 
“(10) oy=—, rt ,eq (2 (2 站 ， 
“(11) w+y— ,1 ,eq (2 2r20)， 


19) inv f(0) ~ ho (f0), n) oq lo, 办. 

由 (1)、(10)、(11) 、(12) 即 知 : 根据 本 定理 所 作出 的 画 数 集 
包含 了 副 三 级 初等 画 数 集 . 另 一 方面 , 易 证 由 本 定理 所 作出 的 画 
数 集 包含 于 三 般 初等 面 数 集 之 中 ， 定 理 得 让， 
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习 题 

1 或 出 下 列 迁 加 式 的 灶 果 : 

(1) Slrs (w+1, 2); (2) Da (a=2,3, 4); 

(3) NEolz+1) (又 ， 将 ys 改 为 Las Da、 Do); 

(4) > aN rs (五 oz 十 十 )， 2) (又, 将 Ea 收 为 La、s Lo、 Zo) 。 

2. 求证 : 

GD 习 wJo) 与 加 ef (4) 1(m) 为 x 的 不 碱 国 数 ; 

(2) 如 no (DD) + 与 加 mf (0) +n+f(m) 为 n 的 严格 递 坟 殉 数 ; 

(3) 任 一 画 数 (z) 恒 可 表 成 两 个 不 碱 莉 数 (两 个 严格 递增 珊 数 ) 之 差 . 

3， 在 数 渝中 ,用 忆 1(1) 垃 示 按 的 物 数 t 而 求 和 ,就 将 它 用 已 学 过 的 禄 
等 算 子 裘 示 . 

4. 将 g(z) 的 值 的 规律 用 简单 语 阁 披 述 出 来 : 

四 | g(0) =0, 

gSw) =2f (NTC) + Nf (wm) (2 Df OD); 
(2) gCw) =2f (ONT (oO) FN (en) (2 DO 3); 
| gC2w+1) 一 22 十 于 十 2 >) N2f (10), 
g(2z) =ao) Nf (2) + Nf (2) (201 +2 DN OO)). 

5， 设 已 葵 则 丽 数 4aC2)、b(C8)、cCz)、4Cw), 且 已 知 和 和 ta 时 永 有 amy) 

天 a(wa), 求 作 图 数 了 (2x), 使 得 
falr)) =b(2), 当 cv)=0 时; 
此 外 则 了 左 次 取 值 4(0) 4(1) ,4(2)，…， 

6. 斌 证 : 借助 于 一 元 二 航 副 初等 画 数 后 ,( 作 用 于 一 元 图 数 的 ) 有 * 算 子 
fny* 可 用 无 参数 的 算 子 nv 或 用 无 参数 的 rta 表示 ， 帮 从 适当 的 一 元 醒 数 
出 发 ,由 民力 尖 证 及 iY (或 zta) 即 可 以 作出 二 般 以 上 一 元 副科 等 丽 数 集 . 

7. 试 证 : 任 输 ab, 恒 有 4、y 使 得 oz-by=dv (a, b), 并 试 将 2、y 表 
成 ec 的 (尽量 低 极 ) 初 等 本 数 ,能 否 玫 成 熟知 本 数 的 迭 置 ? 

8. 让 仍 由 开始 图 数 py (wo (并 增加 Nz 作 开 始 画 数 ) 出 发 ,但 改 用 算 子 


min, max, IN, >) 
man Ct om wn 
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之 一 时 ,所 得 的 各 航 鞠 数 集 是 起 样 的 ? 


S 3 初等 国 数 集 的 一 些 下 要 性 质 
现在 将 讨论 各 级 初等 画 数 集 的 一 些 重 要 性 质 .显然 , 宅 们 对 命 
题 联接 神 及 受 限量 词 均 封 阴 . 此 外 ,容易 用 数学 归 录 法 证 得 下 定理 ， 
定理 1 如 果 六 (%, 9) 二 fa(w, 9), 且 fs 至少 对 9 为 递增 , 则 
ree fw, WE reo fl, Y), 


(ws PC 二 ) (CA AD) 
个 
工 f1l%, 切 迄 rec fs(%, 2) ， 
一 人 000) (PIs phn) 


由 此 ,不 难 诈 得 
定理 2 如 有 一 数 。 及 一 严格 递增 画 数 g(x) , 使 得 对 每 个 本 
原画 数 或 开始 画 数 41(w1,，…, ww,) , 恒 有 一 数 及 , 使 得 
Ai(D1, 7 Vn) EI") 
(这 里 尽 及 谢明中 , 将 以 “表示 max (e, 的，…，w) ) ， 那 末 , 任 给 
一 个 初等 于 4 的 丽 数 了 (8w1,…，, wn) ， 永 可 找 出 一 数 有 ,使 得 
Jo 0 Sg (WD) . 
证 明 根据 了 的 组 成 而 归纳 . 
偶 基 ; ” 当 上 /为 开始 夯 数 4 时 , 风 即 题 答 的 及， 
归 称 : ”如果 了 由 迭 填 租 成 , 发 了 一 4(B1,，…，Bn) , 依 归 和 灿 假 
发 ,有 各 及 丸 , 使 得 
A(lay, 7, dm) EI" (max(e, Q1, +, Gm) ) ， 
Bg, oo, TI) SEIN) (<i<m). 
故 
f (Ty, 0) 一 站 (让 Bn) < gmax (90 
gg (WD)) =max(h, wj ) 
=—g™" "(0). 
卜 在 这 情形 可 取 有 为 加 十 max (hy,，…， him). 
如 打上 再 加 限 原始 递归 式 得 来 ,发 
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人 人 
f (1, “""y tn) 一 ree B (ws, "Tn, w, y), 
CB YP Ta Pa) 


依 归 黄 假 设 , 有 hh 使 
Blws, "VD, y) <g"(max(o, Ta4,""*， On, 0， y)). 


` 并 注意 9 为 严格 递增 画 数 , 故 根据 上 节 定 理 , 应 有 : 


Teo gh(max (0, wa, 1 Vn, TW, Y)) 
max (v2, g*(max (6, Wa, “+, Vn, W1, W1))) 
max (u, g™ (wu)) 
=g™(W). 

再 根据 本 节 定 理 1, 有 


个 八 
ree Be re gr Sm(W)., 


(2, 1 war ms) (mu 2 (1 wa 08) 
故 这 时 可 取 训 为 如. 
依 数学 归 炳 法 ,本 定理 得 证 ， 
定义 ”如 果 对 集 4 中 任 一 画 数 六 ez，…ao) , 恒 有 一 数 %, 使 得 
f(t1, °° Tn) EI, W) (Vmax(c, Vi, ***, Vn)), 
则 g(t %) 时 做 集 4 的 控制 画 数 ， 
因此 ,上 定理 便 和 葵 出 一 个 求 初等 于 和 4 的 画 数 集 的 控制 画 数 的 
方法 . 
根据 这 定理 , 邹 获 得 下 烈 的 结果 ， 
需 帮 初等 画 数 的 开始 画 数 只 有 三 个 ( 即 本 原画 数 ), 显然 ， 
Oo<Sw 上 且 To Tm) 一 Vn 人 Dm, 故 只 考虑 32 即 够 . 由 于 
STS (u=max (0, vi, '*, tm)), 
因此 ,对 任何 零 角 初等 贸 数 了, 均 有 到 使 得 
fw ta) = SW—uth (max(0, wi, *'*, tn)). 
从 而 wy 或 24 决 非 脖 级 初等 留 数 ， 因 不 存在 h 使 对 一 切 x4、Yy 均 
有 : 
& 十 4y 魏 max (vw, y) +h, 2%<w+h. 
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一 好 初等 琅 数 的 开始 画 数 又 多 了 x 十 y 一 个 ,由 于 
ST<2u, wty<2 (v=—max (1, w, y)), 
因此 ,对 任何 -- 琢 初等 夯 数 六 均 有 加 使 得 
了 (Cr vn) < itr 2 一 2 (一 max (了 01，，…，2n) ) ， 
即便 有 使 得 
fp1, 1, Vn) Eh, 
从 而 2"Y 或 呈 决 非 一 般 初等 画 数 , 办 没有 上 使 对 一 切 %、y 均 有 : 
VYEhY, 22 二 有 (V 一 Inax (1 w%, y)), 
二 组 初等 画 数 的 开始 画 数 又 多 了 x? 一 个 ,因为 
Sr, sty PER Wmax (2,w, Y)). 
因此 ,对 任何 二 毅 初 等 丽 数 f, 均 有 使 得 
f(t1, mn) itr = (w=max (2, wi1, ***, wn) ) 。 
藉 而 多 或 2 关 非 二 逆 初 等 画 数 , 因 没 有 使 对 一 切 w、y 均 有 : 
EU, reo (一 maX (2, ¢, 9)). 
三 般 初 等 丽 数 的 开始 画 数 又 多 一 个 , 朗 2", 因 
rE2, oYEL, 02 去 22， 22 坟 2 =max (0, w, y)). 
因此 ,对 任何 三 艇 初等 画 数 了, 均 有 使 得 


fw1, we itr 27. 
Cu, h) 


因此 二 元 轩 才 (作为 与 的 二 元 了 和) ii 2 岂 非 三 般 初 等 画 
数 ， 这 是 因为 ,如 果 itr，2 为 三 级 初等 本 数 , 则 8，_itr 2 亦 然 
因此 ,应 有 力 使 得 


S itr 2 过 itr 2 (w= max {0, ci cs)) 
yo RY) 


YP1: Ws) 
这 时 可 对 wi 及 ws 均 代 以 及 ,从 而 % 二 max (0, 有 ,有 二 ,上 式 变 成 
S itr 2s< itr 27, 


Y=,h) y=, h) 


这 是 -- 了 矛盾 .由 这 矛盾 即 可 推 知 : ， it ， 2 决 非 三 圾 初等 范 数 ， 
对 于 雾 般 、 一 般 、 二 家 初等 画 数 集 的 控制 酚 数 , 亦 可 用 这 方法 
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还 明 它 们 分 别 不 属于 雳 级 一般、 二 狼 初 等 画 数 集 . 
定理 3 如 果 一 画 数 集 含 有 Sx, 且 对 沈 置 对 六, 旭 鼓 画 数 集 的 
控制 画 数 不 可 能 属于 该 夯 数 集 . 
推论 ”一 元 画 数 purilw, 2) 不 在 # 表 初等 画 数 集中 、. 
画 数 itr 2 是 很 有 趣 的 , 设 将 它 记 为 g(h, 号 ， 则 有 : 
g(0, W) =u, 
gl1, %) =2, 
9(2, W) =—2%, 
9(3, W =22°, 
关于 这 画 数 有 很 多 有 趣 的 性 质 , 我 们 将 这 些 放 在 习题 中 ,著者 可 自 
已 加 以 话 明 . 
值得 指出 ， 在 数 窒 中 全 证 明 ( 见 华罗庚 落 “数论 导 引 > 第 五 草 
$11) : 存在 一 实数 a, 使 得 
[wo = [al, 
[wx = [2"°], 
[ws] = [2*], 


都 是 质数 . 换言之 ,使 得 一 切 [ itr 2"] 均 为 质数 . 这 是 作者 迄今 


在 数 窒 中 (解析 数论 中 使 用 的 画 数 除外 ) 看 见 的 唯一 的 非 三 般 初 等 
责 数 的 例子 ， 


习 题 
1. 间 下 列 栈 数 是 哪 一 般 的 初等 冰 数 ?不 可 能 是 哪 一 极 的 初等 萎 数 ? 
CD nl; (2) 21v™, 


2. 即使 可 找 内 一 数 6, 使 得 当 x 之 c 时 (2) 之 4(z), 但 当 4(w) 不 在 某 
般 初 等 融 数 集 之 内 时 了 (x) 也 可 能 属于 敲 图 数 集 ， 就 举 一 例 ， 
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fa 0)=a, os 
9. {ye Sn) =2/(0,, 求 让: 
(1) fla, 19) 对 4 及 对 1% 均 严格 递增 ,到了 a) 0) 之 a; 
(2) fla, m+n)=f (fa, m), 1); 
(3) 当 a 之 2 时 f(a, n+2)>(f (a, n+1))?; 
(4) fa, n+3)>F(a, nt+1) Ne "td. 
fla, 0)=a, 
fq, Sm) 一 Wai 
(1) fl4; 1%) 对 a 严格 递增 ， 从 而 了 (a, %) 之 4， 当 4 之 2 时， 对 % 也 严格 
递增 ; 
(2) ja om) 9 迄 a m+2n)， 辣 下 式 是 否 成 江 : 
flfla, m), n)=f (a, m+n)? 
(3) 当 @>2 时 , f(a, n+1)>f (a, 1)2; 
(4) 当 a>2 时 ， Fe n+2)>f (a, m1. 


4. 现 1 求证 : 


4 最 强 的 初等 算 了 

在 时 花 最 强 的 初等 筑 子 之 前 ,最 好 先 就 较 一 般 的 情形 时 葵 . 

定义 ”如果 天 (w 5, 四 为 相应 于 叙 列 算 子 了 的 求 项 而 数 ,上 
_a 挟 (m, mw, 时 做 相应 于 7 的 ,a 的 示 性 丽 数 . 

回忆 一 下 算 子 a 的 模 的 定义 , 它 指 的 是 在 求 a 了 (w) 时 所 须 使 
用 的 了 值 的 变 元 的 上 界 ，a 的 模 算 子 志 为 & .对 初等 算 于 a 襄 
来 , 模 退 化 为 模 画 数 . 

定理 1 任 答 一 算 于 a ， 它 恒 可 由 级 列 算 子 了 、a 的 模 ( 模 
算 子 或 模 而 数 9) 及 a 的 相应 示 性 画 数 而 表示 . 

证 明 斌 把 a 的 模 记 为 s(s 一 % f(s) 或 一 Gy))， 由 模 的 定 
义 ， 当 求 a fo) 时 ,只 使 用 下 列 的 了 值 ; 

f(0), 70D，…7G， 
依 令 列 算 子 了 的 定义 ( 屁 第 一 章 $4) ,可知 
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RRs, co 7 f(0))=f (0) (0Osess)， 
故 得 _ 
2 K (s, %, fF)) = ,2,7 (2). 
但 左 端 丽 数 民 的 第 一 .第 三 变 元 均 与 作用 变 元 2 无 关 , 故 可 先 作 
a 并 (o vw 9) 一作 (w,y, 2v) ( 它 朗 示 性 图 数 )， 


将 % 代 以 8 而 % 代 和 人 以 J f(s), 即 得 
下 oO) 一 MG y, Tf)). 

即 a je) 可 用 、* 及 了 7 人 而 表示 。 定理 得 诈 . 

当 a 为 高 级 算 子 时 ,s 仍 须 由 算 子 & 求 出 , 故 这 时 本 定理 的 价 
值 不 大. 但 当 a 为 初等 算 子 时 ,根据 本 定理 即 能 推出 下 述 结 果 : 

定理 2 0i) 每 一 个 初等 算 子 都 可 巾 任 一 叙 列 算 子 J 而 表示 ， 
由 于 J 显然 是 初等 算 子 ， 故 知 每 一 个 叙 烈 算 子 了 部 是 最 强 的 初 
等 算 于 ，(ii) 当 a 的 模 s 为 常数 时 , 算 子 a 退化 为 送 熏 . 

证 明 (i) 对 初等 算 子 a 说 来, 模 (s) 可 由 模 画 数 求 得 ，(ii) 由 
第 一 章 $4 可见， 当 s 为 常数 时 ,J CD) 可 用 若干 面 数 、/ 及 闪电 
表示 . 定理 得 证. 


定理 3 HI 、Iti、rta、inyY 、 reco 、 作 > 
Ta 由 汪 抽 BA) Co tO) +, Us ow) Fy 


EN、 min、 max 都 是 最 强 的 初等 算 子 . 
”证 明 上 文 已 指出 ， TI Pg” 可 取 作 叙 列 算 子 了 了 (w) ; 既然 它 
可 由 开 作 出 , 故 末 是 最 强 初等 算 子 . 
但 Il Po- TI 上 max (ep 了 的 ) C 表 Pm YD), 
而 z 与 max 可 互相 表示 如 下 : 
max f (2) =—f (rti (Sn rti (Sf (2) 一 让 的 )))， 
Th f (2) =m-max (ne AGO) 一 六， 
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故 max 及 rtif (wv) 都 是 最 强 的 初等 算 子 ， 此 外 ， 
rtif (vw) =—=n rta f (nw) NF(rta f(r)), 


个 \ 人 个 
Tt 太一 Tee (ytN’(y)) 一 让， (yt Nf (y)), 


(P19 > 0, 1) 


rtif (2) =min (+n Nf (2)), 
rti f (2) = Nne 之 N Nf), 


玫 ria、 fe0 。、， 答 、min、 忆 太 ( 马 当然 ) 也 是 最 强 的 初等 


Eon BIO y=00,m 
算 于 ， 和 nV 以 贡 为 特例 当然 也 是 最 强 的 ， 定 理 得 训 . 
无 参数 的 oY jc) 也 是 最 强 的 初等 算 子 ， 这 一 点 可 话 明 如 
下 : 试 取 对 gy 递增 的 pg, g) 并 将 Pg (i, mn) 粮 写 为 。, 则 有 
rti f(s, 2) =—L inv (Ket NG-pg( Ks, TaNA(Kz, 12)), (1) 


命 ( 了 ) 式 左 端 的 需 点 为 和 , 右 端 的 逆 画 数 的 值 为 2, 则 zo 为 
(Kat DN(2-pg (Kz, Iz) Nf (Kz, Iz))=—t+1 (2) 

的 程 ， 故 必 2 一 pg (Kxo，ZLeo), 且 zo 十 1 一 -十 1 ( 故 民 xzo 一 四 及 
jd Lz0) 一 0 即 Lzo 必 为 全 式 左 端 一 零点 ， 反 之 ,如 果 m 为 (1) 
式 左 师 一 需 点 , 则 pg (t,to) 必 为 方程 (2) 的 需 点 ,因此 易 见 两 者 的 
需 点 一 一 对 应 ， 从 而 最 小 的 m 对 应 于 最 小 的 zs, 这 样 , 等 式 () 便 
成 立 了 ,断言 于 是 得 证 .至 于 别 的 无 参数 算 子 , 将 在 习题 中 计 论 . 

注意 : 虽然 之 人 是 最 强 的 初等 算 子 ,但 本 和 、minW、max 了 
却 似乎 不 是 最 强 的 初等 算 子 . 今后 称 这 三 者 为 彻 基 算 子 . 

最 强 的 初等 算 子 还 不 止 上 述 这 些 . 

定理 4 设 29 为 任意 一 个 配对 合 画 数 ， 则 泛 29 算 子 29 便 是 
最 强 的 初等 算 子 . 

证 明 因 29 也 是 一 个 叙 列 算 于 ( 见 第 一 章 $4). 

定理 5 如 果 二 元 画 数 4(c, 力 具有 能 么 元 素 e(9) , 即 它 满足 : 
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当 w<y 时 , 4A(e(y), 2)=—= Alw, e(y)) 一 2 
又 有 一 数 6, 使 得 
i<y 时 , Aice..c #0(Yy), 
一 -一 


期 兴 4 算 子 4 便 是 最 强 的 初等 算 子 . 

证 明 ”可 依次 作出 了 本 f (2)0 TF 下: 

先 定义 

fil%, 用 一 CO) +ely) Nef (a) 

( 当 f(z) =0 时 , f(x, 9) =0; 当 f(2) #0 时 , fi(%, Y) =e(®)) 

再 定义 

Je Y) =f (2)+ ， 4 (fil%, Y) 6(Y) Nw 

( 当 2 为 站 的 最 小 雾 点 时 ,je, 9) 一 0; 否则 , fa(%, y)*0). 

再 定义 

at 内 一 0 让 Pa 人 y) +e(y) Nfaly, Y) 

( 当 2 为 了 的 最 小 需 点 时 ， 户 (2 四) 一 2; 否则 ,fal%, 9) 二 6(Y))， 

于 是 

rt f (2) -= Afs 《2 Y) 

( 当 J 在 9 以 下 无 堵 点 时 , 右 揣 表 e(g) )， 

弃 能 由 闷 而 作出 i , 于 是 定理 得 证 . 

根据 本 定理 可 再 次 看 到 ; min、 max. > HH 为 最 强 的 初等 算 
子 (min、max、 十 、0 的 阴 委 元 素 分 别 为 扩 0、0、 蕊 ; 此外， 只 要 

4(0, +) =A(x, 0) =0, 
4 十 y+1i) =*0, 

那 末 4 便 是 最 强 的 初等 算 子 ， 访 者 对 此 可 自行 误 之 . 

想 据 上 黄 定 理 ,可 以 作出 任意 多 个 最 强 的 初等 算 子 ， 

是 否 一 切 初 等 算 子 都 是 最 强 初等 算 子 呢 ? 这 似乎 未 必 , 例如 ， 
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I VN、 min N.、 maxN 看 来 很 可 能 不 是 最 强 初 等 算 子 ,它们 的 力量 
用 来 是 很 弦 的 ( 宅 们 三 者 之 则 可 以 互相 表示 , 见 第 93 页 ). 

此 外 , 也 没有 兴 法 从 rtu、 UV 自身 便 表 未 rti, 因此 , 这 下 个 
算 子 很 可 能 也 不 是 最 强 的 初等 算 子 . 

奇 性 的 是 : (rtu、max 入 ) 及 ( Unv ~ max 入 ) 却 是 最 强 的 初 
等 算 子 类 . 因为 有 : 

rtif(x)=rtu (fF(w) + Nw max NF (x)) 

及 
人 人 ~ | 
inV f(%) = un ,LNe*SF (0) + Nw SF (%) 


P01) 
“Cuin N:(f (8) 7 (0)))]. 


后 一 式 可 如 下 证 明 : 命 右 端 中 tnv 的 作用 域 为 g(z) ， 容 易 输 证 : 
Sf (w) ， 当 了 (z) 取得 新 值 时 ， 
?四 -to 当 j(z) 取 旧 值 (已 取 过 之 值 ) 时 . 
显然 , 9 (2) 取 非 需 值 至 多 一 次 ， 并且 当 f(z) =n (第 一 次 值 ) 时 有 


pi ~ 
9(%) 二 Sn， 因此, 显然 有 in fw)= unv g(%). 


WSU, Sn) 
这 事实 告诉 我 们 :看 来 rt 及 imy 均 不 能 表示 很 如 的 初 基 算 
于 (如 min N 等 ), 但 与 这 种 很 弱 的 初 基 稀 子 合 井 后 却 能 表示 最 强 
的 初等 算 子 ， 


习 题 

1. 斌 证 : 如 果 pg、 站、 工 为 一 一 对 应 的 配对 函数 租 , 刚 
rtif(t, £)=L inv ((Ks+I)NT (Ks, 2)) 。 
wa DG WD, t+D) 


2. 裔 用 “a() 一 8” 表示: 借助 于 4 报 初 等 东 数 后 , 可 由 算 子 “来 者 示 
算 子 8; 又 用 “wa(@) 一 一 6(5)” 表示 : 借助 a 打 初 等 琅 数 后 , 可 由 & 来 表示 6， 
有 借助 于 5b 玫 初 等 西数 后 , 可 由 8 改 示 wm， 斌 将 下 列 各 算 子 互相 天 示 时 所 须 
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使 用 的 初等 区 数 的 航 数 求 出 , 需 尽 量 把 航 数 降低 : 


(1) EL; (2) > ; (3) ZN; (4) rti; 
bp md 个 一 于 Tn Tn 
八 个 
(5) zta ; (6) inv ;} (7) Tee ; (8) itr 了 
Cd Ts Mm) (gw DU Mm n) wu, nt, Nn) 
(9) min; (10; max; (411) rti; (12) rta 。 
wn on 化 一 几 Cd 


这 里 (及 以 后 ) 用 i Fo) 者 示 ( ria 仿 此 ): 
(2 当 有 以 下 fC(w) 有 和 雾 点 时 ， 


a(n) (一 个 预先 指定 的 琅 数 )， 此 外 . 
注意 : 我 们 有 宛 和 (2) 一 一 筷 , 因 可 让 : 


加 1@ = 加 NO] ) (下 示 wax fo)). 


pd Tt 


3. 直接 证 明 : 容许 参数 的 inY 可 用 无 参数 的 iny 志 示 ， 例 如 , 证 明 (下 
式 中 p9 是 递增 的 , 五 、 工 为 相应 的 左右 列 数 ,而 为 pg2ryu 的 类 号 )，; 


八 八 
inv fG,D=L inv {SKzNeq(f (LEz, L2), Kz) 
yu, Tm) mi Spgly, 站 
*Neq(s, pg(Kz, Le))}. 
八 和信 
4. (1) 读 证 无 参数 的 rec、 itr、>、 ZN、 [I、 rta 亦 是 最 强 的 初等 算 子 ; 


(2) 就 证 : 容许 参数 的 上 太 算 子 可 分 别 用 雹 参 雪 的 同名 算 子 至 示 ， 
5. 就 检查 : 无 参数 的 min、max 或 tti 是 否 可 以 作 最 强 的 初等 算 子 ?用 


它们 能 否 直接 才 示 min、max 或 ? 


二 个 个 入 信 
6. 容许 参数 的 rtu 或 unv 是 否 可 用 无 参数 的 rtu 或 unv 裘 示 ? 


$5 初 基 男 数 集 
由 堆 毅 而 一 级, 而 二 级 、 三 灯 初 等 图 数 集 , 这 是 朝 着 逐步 扩大 
的 方向 来 进行 时 论 的 ， 如 果 再 扩大 下 去 , 便 将 得 出 原始 递归 图 数 
集 、 一 般 递 归 画 数 集 、 乃 至 咎 递归 丽 数 集 等 等 ， 更 在 朝 糖 小 的 方向 
来 计 论 ， 
当然 ,有 一 种 萎 小 办 法 是 讨论 五 则 面 数 ( 这 在 上 面 已 经 计 论 过 
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了 )， 五 则 画 数 集 当然 是 一 个 非常 重要 的 画 数 集 ， 但 从 下 面 的 两 点 
考虑 看 来 , 宅 还 是 不 够 满意 的 ， 

首先 ,在 五 则 画 数 集中 , 加 法 属于 一 级 初等 夯 数 集 , 乘法 属于 
二 般 初 等 丽 数 集 ,因此 类 小 的 程度 还 不 够 彻底 . 

其 次 , 五 则 夯 数 集 只 对 迭 皮 封闭, 对 别 的 任何 算 子 均 不 封 朋 ， 
因此 五 则 画 数 集 只 对 命题 联结 前 土 于 ( 因 其 中 含有 加 法 、 乘 法 ) ,但 
对 量词 (甚至 于 对 受 限 量词 ) 却 不 封 阳 ， 以 至 讨论 相 应 于 五 则 档 数 
的 请 宰 时 会 呈现 出 很 大 的 不 方便 ， 

通常 ,数理 避 辑 工作 者 为 了 杆 救 第 二 个 马 点 ,都 添 入 一些 相应 
的 算 子 , 或 葛 添 入 量 阐 本 身 , 但 大 多 数 人 仍然 用 加 法 、 乘 法 作 开 始 
夯 数 , 以致 第 --* 个 缺点 仍 未 除去 ， 

这 里 引进 一 个 新 的 画 数 集 一 一 初 基 画 数 集 ， 旗 避免 了 上 述 两 
缺点 , 而 它 和 一 般 ( 全 ) 递 归 画 数 、 竺 递归 怖 己 、 算 术 诗 蛮 等 仍 有 很 
简单 的 英和 柔 . 

定义 ”从 本 原画 数 出 发 , 经 过 迭 冒 及 初 基 算 子 min Nf (zw) 所 
作成 的 贾 数 吓 做 初 车 男 数 ， 如 还 上 41,，…，4， 为 开始 画 数 ， 则 叫 
做 初 基于 4,…, 4 的 画 数 ， 初 基于 o-"y、[ 生 | 的 画 数 仍 简称 
为 初 基 疼 数 .以 初 基 (于 庄 4 画 数 为 特征 画 数 的 诗 启 叶 做 初 基 
(于 诸 4; 的 ) 谓词 ， 如 “wy 一 f(%)” 为 初 基 (于 诺 4; 的 ) 调 蛮 , 则 
了 (2) 叫做 准 初 基 ( 于 请 4) 的 夯 数 . 

重要 的 初 基 图 数 有 : 

(GD sy, (3) [2], 

(8) min (%, 9) =2-—(%—Y), 

(4 Nz=1-%, (5) wNy= 攻 

(6) zy= min (Nw, Ny), 

(7) wDy=N min (Ng, Ny) (=max (Nw, Ny)), 
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(8) eg (%, ) = (2 DY). 
只 、 中 两 画 数 将 称 为 初 基 篆 法 及 初 基 加 法 . 

在 初 基 画 数 集中 , 可 以 作出 下 列 初 基 算 子 : 

(1) max NO 一 Amin Nf (cz) ， 

@) [HL NF) =min 7 

看 来 ,在 初 基 夯 数 集中 的 画 数 及 算 子 是 很 少 的 , 们 是 , 初 基 贿 
镁 的 范围 却 广 泛 得 多 . 以 后 还 可 藉 明 ,与 "本 和 或 与 本 和 Yo 配 
合 之 后 ， 初 基 夯 数 集 可 以 起 一 般 递 归 夯 数 集 ( 乃 至 守 递 归 酚 数 集 ) 
的 作用 .即使 不 和 不 受 限 量 衣 配合 , 初 基 荆 泣 基 本 上 仍 包括 了 一 . 
切 日 常 使 用 的 各 种 亢 鹿 ,这 便 是 初 基 男 数 集 所 以 那么 重要 的 原因 

下 面 对 初 基 画 数 集 及 初 基 谓词 作 进一步 研究 . 

定理 1 初 基 画 数 集 对 命题 联络 词 及 受 限 量 宰 是 对 疗 的 . 

钙 明 因为: 

ct (4 VB)=ct A ot B, 
ct (4)=NWN ot A, 
Y 4(2) 一 Ia N’ ct A (2), 


bP md bd 


3 4(e) =min N?ot 4(o)， 


故 定 理 得 放 . 

注意 : 初 基 画 数 集 显 为 各 故 ( 包 括 雳 级 ) 初 等 画 数 集 的 子 集 ， 
各 逆 初 等 汞 数 集 当然 也 有 这 种 特性 . 

定理 2 一 如 袜 为 初 基 讲 词 , 当 且 仅 当 它 可 表 成 44=B, 而 4、 
BB 为 受 界 于 初 基 匡 数 的 准 初 基 落 数 . 

定理 3 f (ti, …, m4) 为 准 初 基 丙 数 ( 亦 即 y= 了 (xz, …， 84) 为 
初 茜 高 词 ) 当 且 仪 当 eq (9, (81,…, oa)) 为 初 基 夯 数 ， 从 而 
Nf (1, »*, mr) 及 Inax NF ec 2 都 是 初 基 夯 数 . 

定理 4 f (wi,，…, zw) 为 准 初 基 立 数 , 当 且 仅 当 cr，…，2) 
可 玫 成 共有 和 (wy …， wn 2 的 形状 ,其 中 因为 初 基 夯 数 . 
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钙 明 必要 性 。 如 f (zi) 为 准 初 基 画 数 , 则 ed (y, /op ) 为 
初 基 画 数 ,而 jeD = rtieg (y, f(z) 
充分 性 . 如果 f (ww 一 了 位 Zai 四) ,而 廊 为 初 基 图 数 , 央 : 
二 有 (wr) 当 且 仅 当 hh(%， ?=0AY (t=z¢Vhlm, #0). 


根据 初 基 画 数 集 对 命 暑 联结 词 及 受 限量 词 的 对 于 性 ， 可 知 这 是 一 
个 初 巷 训 词 ,从 而 定理 得 证 . 
注意 : 准 初 基 画 数 集 对 迭 置 并 不 封 半 . 换 壮 之 ,即使 y= 了 (&) 
及 yg(%) 为 初 基 请 词 , 但 yf (9(w)) 未 必 是 初 基 府 词 ， 因 此 下 
述 的 定理 5 便 呈 现 出 其 重要 性 了 . 
定义 如 fo po 二 (sism) ,旧称 为 前 进 画 数 . 
定理 5 如 果 % 一 /oo ,tn),Y 二 gi(V1 ,Tr) (is 
为 初 基 谓 词 ,此 外 ,或 者 了 为 前 进 画 数 ,或 者 各 9 均 受 界 于 初 基 巩 
数 , 则 gy 一 A914， …，9n) (V1,"…， Yr) 亦 为 初 基 谓 鹿 ， 换 句 语 说 : 
定理 5” 如 果 了 ,91,…, gr 均 为 准 初 基 丽 数 , 此 外 ,或 /是 前 
进 的 ,或 雍 g; 受 界 于 初 基 夯 数 , 则 f(g1,…, 9n) 亦 为 蕉 初 基 夯 数 ， 
证 明 如果 攻 9 受 界 , 可 设 g; 志 4A1(4; 为 初 基 ), 则 有 
y= 二 91 9n) (x) 妆 且 仅 当 
3 3 Y=f ,Un) A = gv) A N= gn (mM)). 


如 果 /为 前 进 落 数 , 则 只 须 把 雍 “4e 换 为 “y” 即 可 . 

本 定理 还 可 推广 为 : 

定理 6 如 果 由 y= 二 (91, …, 9n) (mw) 可 以 推出 : 有 初 基 落 数 
六 ,Wr,9) ,使 得 ga ,02r) 志 甩 (v1 9) , 央 =f(g1 
… ,gn) (21，"…， wr) 为 初 基 请 词 ,而 了 (91,…, 9n) 为 淮 初 基 夯 数 . 

有 了 上 询 各 定理 后 , 便 可 以 认 出 下 列 各 训 祠 都 是 初 基 诅 词 , 开 
从 中 得 出 好 些 准 初 基 夯 数 . 这 里 并 不 对 此 详 嫌 论 证 ,只 列 出 与 它 
等 价 的 关系 式 (著者 可 自己 尽 普 补 足 其 证 明 ). 

(1) yz, y—#=0, 
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(2) y<zs, Sy-z—0, 
(3) y=2+2, ($B Deq (yz, 2 =0, 
(4) y~z°s, (y=0A (a=0Vz=0) V([ 2 |=sA[I: | 


化 
-2 ~-TAgx0OAsz0Azzx0)， 
《5) 8 为 Y 的 倍数 ， 河 (y 一 %*%)， 
(6) 9g= rs 2), (Y=s 人 $=0) V (<2A2 9 为 2 的 倍数 )， 
A\ 一 一 化 
(7) y=[V%], (=-0Ay=-0Ov 人 (os| 二 | As 


Wg 
>| 宇 好 |]) 
(8) 2 为 平方 数 ， 刁 (一 “2 ， 
(9) y=Be, 3 3 ety NANy oe), 
(10) y= Zaw， J 也 w=[V eAv = ErN\y-u0), 
GD) gy 一 tm ($, w) ,这 里 指 
y=rs(Wow, 1+S(BLw (BBL) [Dw/SELw]+1). 
容易 歧 证 ( 兄 第 一 章 $4 习 是 第 4 题 )， 这 样 的 tm 可 作 求 项 
徐 数 ,今后 凡 提 到 准 初 基 的 tm 时 邹 指 此 ， 
3, 3, 3, ,3,9 rs, 02) N= Bw Na =uee 
Aus=8 (BLw (ELw i) Nw = [DI2w/SELw]. 
此 外 当然 还 有 许多 ,这 里 不 再 一 一 列举 . 
如 末 深 入 一 些 开始 副 数 而 讨论 初 基 于 说 4 的 画 数 , 那 未 还 可 
诞 : 
(1) 如 果 4(w) 十 B(%) 0O(%), 则 4(w) 十 B(w) 为 初 基于 4、 
B.C 的 函数 , 因 
A(2) + Be) =O0(8) (0 (8) A(r) Bz)). 
(2) yseq f(z) 为 初 基于 f(z) 的 户 市 ( 亦 即 seq (2) 为 蕉 初 


基于 了 lw) 的 画 数 ) , 因 它 可 表 为 : 
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VU tm(e, WA YG-yY Df Pim (oD)Y, 
准 初 基 画 数 的 概念 还 可 推广 如 下 . 
定义 ”如 9 一 f (wi, …， mo) 的 特征 画 数 为 4 集 的 画 数 , 则 / 叫 
做 准 4 集 配 数 . 
定理 7(Skolen) 设 4 集 包 含 初 基 历数 集 且 对 初 基 算 子 封 阴 ， 
则 对 一 般 的 面 数 (wm,，…, %) 说 来 ,下 列 三 条 件 彼 此 等 价 : 
I. 有 前 进 的 准 4 和 集 画 数 4 及 适当 的 4 和 集 画 数 B, 使 得 
(oa， ”3 wr) =ArtiB(w, “Vr, y). 
IT. 关系 式 “(wi1,，…, 络 ) 一 记 是 -个 4 集 关系 , 即 其 特征 汞 
数 为 4 集 画 数 . 
IIL， 有 适当 的 4 集 面 数 B(wi,…, zr, 9) , 使 得 
f 1, “**, wr) 一 IT 上 B(w1, “Wy, 9). 
证 明 1 二 II， 如 可 表 成 4 起 首 的 形状 ,而 4 为 前 进 画 数 ; 
但 ol， 本 Wr) 一 太 表示 “4 zt Ble, 人 Y) 二 疡 ， 故 必 
了 信 B(lw, ,Vr, y) <t, 从 而 
rti B(w, 0 Y) —rti Bl “°° Vy, y), 
故 关系 式 了 (m1,，…, tr) 二 tt 等 价 于 下 列 的 4 集 关系 : 
ArtiB(w, “0, We, Y) =t., 
IIOIIL. 设 f (1 ”5 0 ) = 的 特征 郴 数 2 rr 力 属 
于 4, 则 
了 (ai， 四 vr) =J rti g (oa 0, Vy, b) 2 
故 满足 HI 的 要 求 . 
I1D5I.。 因 1z 为 前 进 画 数 , 故 满足 1 。 于 是 定理 得 证 ， 


习 题 
1 将 关系 式 y= 全 je) 的 特征 图 数 表 成 初 基 于 f(s) 的 函数 ， 
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2. 间 下 列 各 语句 中 ,哪些 请 句 的 特征 丽 数 是 初 菇 于 了 (Cw) 的 ? 哪些 出 否 ? 
(1) y=min f (2), y=max f(x); 
(2) y= 之 je， 2 一 1 f(2); 


人 
(3) y—1ta f (2), y= nv fm); 
(4) y= itr fm), y= Tec fx, y). 
gu, mM, Rn) (rt ts A) 

3. 设 fQ, mACw, 72), BO, 0 y) =NA(fO ry), 求证 f (4, 2) 
为 受 限 摹 状 于 4、B 的 贺 数 . 

(由 了 造 妈 只 用 人 帮 怒 ,由 吾 造 / 须 用 受 限 莫 状 算 子 ， 这 便 表 明 : 厂 比 五 
要 复 灯 些 .) 

4. 试用 尽量 简单 的 方式 ， 由 下 列 算 子 来 定义 min 入 及 max N 《使 用 尽 


量 低 航 的 和 初等 轿 数 ) : 


(1 IT; (2) D1; (3) ri ; (4) rta; 
Fmd wan bd [rd 9 

人 人、 人 个、 ~ mv 

(5) itr ; (6) ree ; (7) rti; (8) rta, 
(uy Mm, 1) 《2 Ys Wt, n) rn Fa 


(后 两 算 子 的 定义 兄 上 节 习 是 第 2 题 .) 

5 在 已 研究 过 的 各 初等 算 子 中 ， 有 哪些 算 子 是 利用 初 基本 数 后 便 可 以 
彼此 互相 表示 的 ? 

6. 受 界 于 初 基 醒 数 的 准 初 基 莉 数 集 恰巧 与 震 航 副 砌 等 于 a 一 y、 | 和] 
的 画 数 集 一 致 ,又 必 为 零 极 初等 国 数 集 的 站 子 集 . 

7， 和 和 共 清朝 集 恰 巧 是 需 航 天 和 等 于 oy、| 芯 ] 的 衣 秽 集 ,又 必 为 需 航 
初等 衣 疯 集 的 着 子 集 ， 
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S 1 与 初等 国 数 的 关系 

定义 ”由 本 原画 数 出 发 ， 绝 过 有 限 次 过 轩 与 原始 递归 式 所 作 
成 的 画 数 ,叫做 原始 递归 团 数 . 如 果 再 加 入 41, 4s, …，4。 作为 
开始 画 数 , 则 所 得 的 叫做 原始 递归 于 41，4,,…，4, 的 画 数 . 

依照 定义 ,在 作成 原始 递归 函数 的 过 程 中 ,只 尤 许 使 用 本 原 图 
数 而 不 尤 许 使 用 新 开始 丽 数 〈 莽 至 于 加 法 和 乘法 亦 不 能 作为 开始 
画 数 ) , 这 是 与 初等 画 数 集 ( 堆 级 以 外 的 ) 之 不 同 点 . 尽管 如 此 ，, 仍 
有 下 烈 定理 : 

定理 1 原始 递归 醒 数 集 包 含 各 级 初等 画 数 集 为 其 趴 子 集 ， 

证 明 试 就 各 好 初等 丽 数 的 定义 来 时 论 . 

本 原画 数 是 在 原始 递归 画 数 集 之 内 的 .至 于 开始 责 数 (加 法 、 
乘法 及 2 .pn 2) 等 ), 上 则 可 如 下 定义 (下 面 只 作 到 2*, 余 仿 此 ): 
ut+0=u, 

Z 十 SBZ 一 SU 二 2) ， 
姜 & 十 &% 一 Tec By. 


《2 DFU, wm) 


人 
凤 。 作 ， 
WARX 一 2 和 十 包 ， 


名 十 多 ; | 


郎 Ut— Treo (y+%), 


(3, D>{0,. 2) 
| 29=1， 
27: 
DBs O29 ， 
部 27— Tec 2y. 


《2 I> (1, 0) 


对 于 算 子 , 迭 甸 是 原始 递归 的 ,而 受 限 原始 递归 式 只 须 借 助 于 
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画 数 min 便 极 易 由 (不 受 限 的 ) 原 始 递归 式 表 出 . 邻 先 作 萎 数 


Do = 0 3 
Dz: | 她 Dr= rec 20， 
.Do 一 0 (2, >(0, 8) 


Uw: | 郎 “一 2 一 rec Dy 
UT = DD (Wt). (DF040) 
min (%, y) =%- (2—Y). 
于 是 便 得 : 
-个 


rec flt,w, y= reo ,f(t,min (wu,o) ,min (w%,9)). 


(多 WU 1 mn) (2, Cy hh 
故 各 般 初 等 夯 数 都 是 原始 递归 夯 数 . 
(读者 还 可 从 Kalmar 所 作 的 初等 画 数 集 的 定义 而 证 明 本 晰 


证.) 


第 三 章 $ 8 中 全 证 明 ,由 2 及 原始 复 迭 式 可 以 作出 一 个 不 是 
三 级 初等 夯 数 的 “itr ， 2， 一 般 ， gar(w, 2) 不 在 % 般 初等 本 数 集 
中 ,而 蕨 两 数 显然 为 原始 递归 而 数 ， 可 见 , 各 % 毅 初等 画 数 集 的 确 
是 原始 递归 夯 数 集 的 其 于 集 ， 定 理 得 证， 


习 是 
1. 斌 用 原始 递归 式 直 接 定 义 下 列 算 子 : 


~ ~ 和 
rti、 rta,、 rta、 max、 min、 之 、II. 
Th Cn [id Cnt Tn md md 


(这 里 的 鹿 及 rta 的 意义 为 : 当 作 用 域 在 ”以 下 有 零点 时 ， 则 分 别 指 其 基 


小 及 最 大 震 点 ,去 则 指 一 个 纠 先 检定 的 画 数 a(w) ， 访 者 就 与 第 三 章 $ 4 习题 
的 第 2 题 作 比较 .,) - 
2. 写 出 下 列 递 归 式 的 通常 表示 式 , 并 求 它 所 定义 的 画 数 之 显 式 : 
(1) ree (y+f (2)); 


{w+H, 1) 


(2) Tree (y*f (0)); 


VD, 


(3) ree CD) +9(0)). 


(BM 
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3， 要 求 同 上 题 : 

(1) Tee , V+2Nrs(LV 1, 2) 1), 又 ,将 入 换 为 Na; 
TY t,t 

C2) zee [y+NCGYt+I)?(e+ 了 D)]， 又 ,将 入 换 为 N?. 

4. 就 证 ; 


[fyt9) tol=at+ ree (fo) Cg 十 号 十 9(2))。 


DE) 


6, 试 证; 如 果 fa) 办 =af()， 期 itr f= i /WY). 


y+ 8) 


Tee 
(WYO TG, 


S 2 原始 线 凡 式 的 化 归 

在 时 论 初 等 画 数 时 ,所 使 用 的 各 种 算 子 ,可 以 说 都 是 原始 递归 
算 子 的 特例 ， 我 们 看 到 , 郎 使 同时 运用 这 么 多 的 算 子 ,仍然 作 不 出 
原始 递归 面 数 集 来 ， 因 此 ,为 了 作出 至 部 原始 递归 夯 数 ,原始 递归 
式 是 必 不 可 少 的 ， 但 是 ,能 不 能 把 原始 递归 式 稍为 创 弱 一 些 , 使 得 
它 与 迭 置 配合 起 来 后 仍然 可 以 作出 所 有 的 原始 递归 夯 数 呢 ? 我 们 
看 到 过 于 减 能 是 不 成 的 (例如 ,减弱 到 变 成 了 初等 算 子 ) ,但 适当 减 
弱 还 是 可 以 的 ， 

对 原始 递归 式 ,在 一 般 书 上 为 用 下 式 作 代表 : 

{0 0, Ur; 0) = A 1, Ue), 

f ay 1 Wy H+) = Bee, Ur, o,f hs Wh 1)) 

但 依照 上 面 的 讨论 , 它 可 化 归 为 下 列 的 递归 式 : 


rec BA, ,Ur, L, y) 3 
(, Dh 


朗 {9 ,Ur, VY, 0) = 
9 1, "1 , Wr, WY, S%) 一 已 (ua 0 9 (Cl “Ur, WY 2)) 。 
这 递归 式 有 种 种 特例 .例如 ,未 容许 参数 的 原始 递归 式 
ree B(s, Y), 


(5 D>, D) 
定义 出 如 下 画 数 : 
人 0) =%, 
fu, +1) = Br, flu, 2)), 
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这 称 为 无 参数 的 原始 递归 式 ， 如 果 B 与 2 无 关 , 则 得 出 强 原 始 复 
兢 式 ”itr B(y) , 当 不 容许 参数 时 它 定 义 下 列 画 数 : 
人 (2，0) =%, 
flu, 2 十 起 = 有 BUG 2)). 
还 可 限定 初 值 变 元 为 固定 的 常数 4 (例如 &=0) 得 ,By) ; 
这 叫做 腾 原 始 复 迁 式 , 当 不 容许 参数 时 它 定 义 如 下 画 数 : 
人 一 0， 
f (w+1)=B(f (2)). 
显然 ,无 参数 的 能 原始 复 迭 式 为 以 上 各 式 之 特例 ,的 确 ,在 所 列 的 
三 个 递归 式 中 ， 易 见 后 面 的 递归 式 都 是 前 面 的 递归 式 的 特例 .这 
几 种 算 子 都 不 是 初等 算 了 于 , 今 证 它们 ( 朗 使 是 无 参数 的 ) 与 (容许 参 
数 的 ) 原 始 递 归 式 等 价 , 即 蕴 可 互相 表示 . 
定理 1 引进 任意 一 租 配 对 画 数 后 , (容许 参数 的 ) 原 始 递归 式 
可 用 不 容许 参数 的 强 复 和 兴 式 表示 . 
黎明 训 引 入 的 配对 丽 数 为 89、 五 、 忆 又 发 由 下 烈 原始 递 
归 式 而 定义 下: 
人 Ur, 0) = A W), 
f Uy Wry WHI) = Be, Ur, T, fC, Ur ) ), 
信用 (不 容许 套数 ) 强 复 渤 式 定义 一 夯 数 9 如 下 : 
{2 0) =%, 
gv, BL) =pg' tO0a0m2 0 (9a) 再 (ay or, a, Lg (ut) ) ， 
其 中 
m=LER’t2ig(y, 2) (I<ier), 
a=LEKg(w, w), 
邻 证 可 由 9 作 洪 上 导 而 得 .具体 襄 求 ,如 命 
4% 表 29200par04(0， air) , 


则 有 
0 Ur, £) =Lg(w, J) . 
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为 了 证 明 这 肠 语 ,先知 道 
LKg(u, Se) =SLEg(W, 人 ， 
LEr2ig(uy, So) =LEK’t?-ig(uy, ON) (I<ier) 
帮 得 (以 &、 押 天 相应 于 的 a 及 a2): 
d=LEKg(w, 2)=LKg(u, 0) +o=LKEV+s=0+%=%; 
&= LRTig(, s) = LK?ig(, 0) = LE =. 
明白 这 两 点 后 , 即 可 用 数学 归纳 尘 来 证 明 本 断 语 
贷 基 : 
Ly, 0) =I%= A Wy) 一 Fo 0)， 
故 当 z=0 时 本 断 语 成立 
妇 硝 : _ 
Lg(w%, Sv)= Lopg' T0660 (SG) B (G1 ,oo, Gy, &, Lg 00 ) 
=B(, *, Ur, wt, Lg (WU, w)) 
三 如) ) 《〈 归 策 假 二 ) 
=f (Ur, Hw) ， 
法 ,本 断 语 得 证 ， 
， 这 就 证 明了 可 用 无 参数 的 强 复 迭 式 来 定义 9g， 遍 得 9， 
可 用 这 和 而 但 从 而 定理 得 证 . “ 
定理 2 有 了 ww 十 y、wANy 及 从 0 起 的 具 在 棋 狂 质 的 本 对 辑 数 
之 后 ,次 许 参 数 的 原始 递归 式 可 用 无 参数 的 聊 复 迭 式 表示 ， 
证明 旗 有 配对 夯 数 ， 任 何 原始 递归 式 可 用 无 参数 的 强 复 选 
式 及 失 置 来 代替 .发 用 无 参数 的 强 复 迭 式 定 义 g 如 下 : 
{ g (uy, 0) =%, 
gu, w+1) = Bg (lu, 0) ， 
今 斌 讨论 画 数 h(w) 二 pg (ui gw, 玉田) ，h(w) 应 具 下 列 性 


》 


质 : 
h(0) =pg{0, 9(L0, KO)) =pg(0, g(0,0)) =p9 (0, 0) 一 0， 
hutl) =p9 uti, g (LEUt1), Kut1))). 
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对 此 ,可 分 两 情形 讨论 : 
第 一 ， 当 (w+1) 0 时 ,有 
hut1)=pgt+i, g(LOut+1), 0)) 
一 DI (人 十 二 L(t1)) 
( 草 计 最 后 一 式 为 Bio )， 
第 二 ， 当 (w+1) 关 0 时 ,有 
huti1)=pgu+t1, 9g (Ly, Kvt+1)) 
~pg ut1, Bg (Iu, Kw)) 
=pg (ut1, BLh(w)) 
( 暂 记 最 后 一 式 为 Ba (2) ))， 
故 得 
hutl) =B (vw NK (t+1)+ Bu, pW)) NK (wt1) 
= Ba(u, hlw)). 
如 注意 到 w= 攻 h (ww) ， 则 还 可 写成 
RU 十 二 = Bol Khl), hlw))— Bs (hu)). 
故 (w) 可 以 直接 用 无 参数 的 弱 复 浴 式 如 下 定义 : 
{2 =0, 
hut1) =B (p(y)). 
注意 :只 用 2Z+9、279 、 配 对 画 数 及 和 碗 冉 , 便 可 把 Bs 作成， 故 有 了 
这 些 画 数 及 迭 咀 后 , hlw) 是 可 用 能 复 渤 式 而 定义 的 . 态 ( 放 可 直 
接 用 能 复 迭 式 定 义 ,我 们 便 可 从 万 Go 而 定义 g 及 了 如下: 
Jo sara 0) = Lg (4, 0) =LILlpg(s, 2) (前 ) 
这 样 一 来 ， 任 意 一 个 容许 参数 的 原始 递归 式 均 可 用 无 参数 的 弱 复 
渤 式 表示 了 .定理 得 诈 . 
对 这 两 条 定理 ,还 可 作 更 进一步 的 改进 ,使 得 用 它们 表示 原始 
递归 式 时 所 须 借助 的 丽 数 减 到 最 少 ， 
定理 3 只 用 本 原画 数 , 涝 置 及 无 参数 递归 式 , 便 可 作出 一 切 
原始 递归 夯 数 . 换言之, 在 原始 递归 夯 数 的 定义 中 , 可 把 “原始 递 
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归 式 ”字样 换 为 “无 参数 原始 递归 式 ”. 

证明 ”因为 无 参数 的 强 原 始 复 挝 式 为 无 参数 原始 递归 式 的 特 
例 , 故 根据 定理 1, 只 须 证 明 : 由 本 原画 数 出 发 ,利用 渤 置 及 无 参数 
原始 递归 式 可 以 作出 配对 画 数 ， 

下 面 就 是 造 配 对 画 数 的 定义 过 程 : 


(1) ute: {i 
凡 才 和 w+ 2+1)= (+s) +li=S(u+s); 
D0=0, 
人 De: {pr = 
WU-0=%, 
(8) wo: { (2+1) = (Wr); 
2 0 一 0， 
人 了 [et 
[V0]=0, 
(5) [V2]: stVet1l]=[V e+ (d+[V es])? 
一 和 2) 
由 此 即 得 : 
py9 CL, W = (s+) +%, 
Kw=—w [MV Z]2， 
Le= [V5] Kg, 
定理 于 此 得 证 ， 


注意 :在 上 述 求 作 过 程 中 ,元 参数 原始 递 轨 式 只 用 来 定义 三 个 
画 数 , 即 Dz、Tiz 及 Rao,， 因 此， 如 果 把 这 三 个 函数 作为 开始 两 
数 ， 便 可 从 头 到 尾 只 使 用 无 参数 的 强 原 始 复 迭 式 了 , 还 可 作 如 下 
改进 . 即 可 证: 只 须 增 加 一 个 开始 画 数 , 便 可 以 从 头 到 尾 用 无 参数 
的 强 原始 复 举 式 来 代 殖 原始 递归 式 了 ,如 增加 两 个 开始 图 数 ,上 则 使 
用 无 参数 的 呢 原 始 复 迭 式 也 够 了 .为 此 , 先 讨 一 引 理 ， 

引 理 ”由 加 法 及 画 数 
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(1) NH,g, (2) N28,%, 
(8) NLoz, (4) NW2Lag, 
(5) NLg, (6) NL,g 


之 一 ,利用 兴 和 督 即 可 作出 NEoAz 及 Nx. 
证 明 ” 先 指 出 人 ~ 人、 (90)~ (4) 6) 一 (6) 之 问 可 互相 定义 : 
NBv— NE(NEs+1), 
NBs= NHN B+at+2); 
NLw= NL (NLT), 
NILw= NL (NLogt1); 
NiLw=NL, (NI), 
NL = 27T CN2Tz 十 力 ， 
要 定义 WPBasz, 对 (1) 、(2) 王 粗 ， 只 须 与 Sz 作 迭 慎 即 得 ， 对 
别 的 两 组 划 如 下 作出 : 
NEoSz=NIo(SeTN21ovz 十 NDSz)， 
NESz=— NL, (Sa+N?Lxg+NLSY). 
有 了 NEosz 后 ,可 定义 Nz 如 下 : 
Nor~—~NES(NBE.So+NES(s+at+1) +30)., 
引 理 得 州 . 
定理 和 如 果 加 和 大 个 丽 数 


(1) NB, (2) NR, 
(8) Nor， (4) NLor, 
(5) NL, (6) N2Lag 


中 的 一 个 作为 开始 画 数 ,上 则 由 本 原画 数 出 发 ,利用 近东 及 无 参数 的 
强 复 任 式 , 即 可 定义 出 一 切 原 始 递 归 画 数 . 
证 明 配对 夯 数 的 作成 过 程 如 下 : 
人 @ wiew: - 
人 
&W 十 SO 一 中 (w 十 如 ) ; 
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@ uNvr: 
{me 
VAN 一 0; 
图 NEBoSz ( 技 引 理 作出 ) ; 
四 Guz ( 章 用 ,实质 上 写 是 2 十 8cvRoc): 
{2 
GoSr =SGr+ So NES(G, (2) 十 5 十 2) 
® 了 vi: 
人 
TeaSz 一 GZ 十 二 ; 
rg(w, 2): ~ 
人 2) =0, 
rs(Sw, 2) = Nrs(w, 2); 
QD (wz) ( 暂 用 ): 
Flu, 0)=u, 
Fluy, So)=(F, 2) +2) (VER 2) 
Nrs(SF (wu, £), 2)); 
@ Du( 注 意 : (6c+15) "a 可 用 加 法 表 出 ): 
Du= Nw (Nirs(u, 2)+F (Tdut (164+16) 
中 TS ， 2), %) ) ; 
©@ us: 
(ee 
USv= Dvn);} 
@ eq lz, 9): 
eq (%, 9) =N?( (8) + (g—0) ); 
@ rs(z, c) (6 为 固定 数 , 下 同 ): 
人 c)=0, 
rs(S%, 0) =Srs(z, ¢) Neq (rs (2, ¢), c—1);} 
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四 Hop: 

f 20=0, 

[ HSr—=SHa+ Nrs(Hzt+2, c+1); 


[全 | =Hr- 2; 
办 By: 
_T Gg 1. 
Ro=| Se j; 
® pga (%, y): 
Pgolw, Y) 一 人 oz 十 2 十 人 
BB Kr: 
Kr%=t- TDR; 
DD Lx: 


Lat = Rev Ky, 
定理 5 如 加 大 下 烈 九 组 开始 画 数 之 一 : 


( 甲 二 w+y, Boar; 〈 币 2) z+y, Lor; 
( 8) w+y, Lox; 

(TY) vy, NB; (2) vary, N Boy; 
(C3) vy, Naw; (C4) wy, NLoy; 
(8) sy, NLor; (Z6) vy, NLor, 


则 由 本 原画 数 出 发 ， 利 用 迭 针 及 无 参数 的 弱 复 兴 式 即 可 定义 出 一 
切 原 始 递归 画 数 . 

钙 明 利用 定理 2, 只 人 须 证 明 加 入 上 烈 九 租 新 开始 画 数 之 一 
后 , 可 以 由 达 置 及 无 参数 的 能 复兴 式 定义 出 x 十 y、 zwNy 及 具 平 梯 
性 的 配对 画 数 租 便 成 了 ,其 作成 过 程 如 下 : 

wy， 对 甲 粗 说 来 ， 这 是 开始 责 数 .对 乙 租 说 来 ,可 如 下 
作出 : 


1650 
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i 22 一 itr ,SOY, 


re 
证 2 一 工 一 ng ， 
iii 27=8(2°—1), 
这 2 十 9 一 4((d0) +y), 

这 里 4 为 吧 '2-2220t1 注音: 4 之 sw 十 yy; 
@ 灵 万 9 
@ Nz; 
(这 两 画 数 可 按 引 理 作 出 ,) 
@® Govz; 
@@ Tow， 仿 定理 4 作出 ; 
@@ x 一 y， 对 乙 租 说 来 ,可 用 2 一 y, 对 甲 炎 说 来 ,可 如 下 作出 : 
(1): 2—y=B,(Towt+y) + (et+2) +arvt1) 
(四 2): =L To(24+Yy) + (w+2y)) 
(中 8): = (Ta(28 4+y) + Sa (£42y)); 
D ed, W) =N((s—y) + (y—%)); 
rs{w, 0) (6e 为 一 个 固定 数 ,下 同 ) ; 
®@ 了 cz; 


© Roz; 
( 均 仿 定理 4, 但 “wy " 须 改 为 “人 一 of ,) 
@ .y= [于 人 一 Toy |; 


RY 
@ zNy， 由 图 .四 大 车 ; 
@ elt, ) =T, (Ts (st + + 

(BB 天 一 2 

® Jiz= 开 .Rur. 

因 罗 ~~@ 为 具 丰 梯 性 的 配对 丙 数 租 , 故 定理 得 证 . 
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有 及, Robinson 全 证 明 : 只 加 入 sw 十 y 及 NBz 是 不 能 人 角 芳 用 无 
参数 的 弱 复 迭 式 而 作出 一 切 原 始 递归 西数 来 的 ， 
把 原始 递归 式 化 归 为 无 参数 能 原始 复 欠 式 ， 可 以 部 已 化 至 最 
简 了 ,很 难 想象 ,还 有 具有 同样 力量 的 更 简 的 递归 式 了 ;同时 ,也 很 
难 找 出 更 能 的 高 等 能 行 算 子 了 ， 


习 是 


1， 把 下 列 原始 复 深 式 的 通常 式 子 写 出 , 并 写 出 所 定义 的 事 数 之 显 式 , 其 
中 有 及 的 均 可 改 为 Ls、Lo、 bo 而 得 三 尊 新 习题 : 
CD ree (Ytrsy, 0), 


(PI WD 


(1)' ree CTS rs(y, 0)); 


{BW 


(2) ree [1i+y+NiCTyt)] (t=0, 1, 2); 


(wD ND) 


(3) ree ,LY+2) "NIN Ey NersCy, 2))] Cj 上 均 限 于 0,1,2); 


(TDI 


(4) ree [y+Eaytat+2], 
Cw DI 


(4)' ree [y+Sa*Eayt+2], 


(gD 


(9 Te (Y+Sa Eo. + b+1), 


(4)" ree (y+sa [|+o+1); 
CU b 
(5) ree [y+tli+NiBy+D] GG=0,1,2); 


CR 


(6) ree ,LBaly +l) NEy] Gt=0, 1, 2), 


Ww Hn 
《6) ， rec , (Bely +1) +N'Eay) (=0,1, 2), 
2. 试用 原始 递归 式 定义 "下 列 各 图 数 : 
和 化 和 
CD rste, WD); @) [3]; 
(3) [wz ]; (4) Er; 
(5) Tor; (6) 2z 《用 复 壕 式 ); 
(7) wz (用 复 渤 式 , @ 为 给 定 的 数 ) ; _ 
(8) Rx; (9) Kar; 


(10) Lor; (11) Lun; 
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(12) a(0) 十 (we(IT)) 十 十 (4(0) )， 
在 递归 式 中 只 允许 使 用 十 、 及 兴 置 ,不 尤 许 使 用 别 的 酌 数 及 算 子 . 

3. 设 任 葵 一 冰 数 f(z), 求 作 ( 可 借助 于 不 受 限 幕 状 式 ) 一 豆 数 9(o)， 使 
得 9(z) 的 信 域 与 f(z) 的 值 域 爹 同 ， 但 9(z) 对 每 个 值 只 取 一 次 《9(%w) 可 襄 
是 不 重复 地 枚 举 了 f(z) 的 值 域 ). 

4. 就 话 : 由 w+y 及 Zouz， 利 用 无 参数 的 弱 复 挝 式 及 选 置 来 作 原始 递归 
疼 数 时 亦 可 如 下 作出 : 

(1) 2 十 2/; 

(2) Tar= itr (+8aDy+l); 

YH0,8) 


(3) z—y=La(Ta(22+Y) + Sa (+ 2y))} 
(4) Nz 〈 按 引 理 ); 
(5) Rw=Lo(s + Sa (Prt+1) 十 二 3 


(6) z— [于 |= 也 (To 十 办》 


中 | 二]==-(e-| 于 2 | ) 党 可 被 Sa 整除 时 ); 


(8) oy=| TH + Te |; 
(9) wNy, 由 (4 与 (8) 达 填 ; p96(2, 奶 、Kos、 Loz 同 前 ， 
5 当 4 为 一 元 画 数 时 , 命 4° 玫 pg(T，47)， 再 用 we 奏 示 相应 于 4 的 
有 有 。 形 算 子 ， 讼 
fw) tr BC) ? 
g(r) =, itr， py(SK, N2LSKEB°*D) 们 ， 


求证 f°(z) =g(z) .又 , 癌 在 性 明 中 需 不 需要 pg 从 0 壤 号 起 及 天 、Z 具 平 梯 
性 ? 

6， 由 上 题 千 果 , 鼓 证 :只 借助 于 一 元 画 数 及 (1, 1) 迭 置 , 可 用 算 子 itr 而 
表示 itr". 因 此， 只 须 从 适当 的 一 元 画 数 开 始 , 朗 可 只 用 itr 及 (1, 1) 湛 填 而 
作出 一 元 原始 递归 丽 数 集 ， 试 具体 作出 之 (如 根据 一 般 的 理论 ， 只 能 用 itr? 
而 作出 ). 

7， 仿 上 题 , 就 靳 : 对 于 二 航 以 上 任 一 初等 丽 数 集 4, 其 相 可 只 用 二 及 
(1, 导 选 置 而 作出 (选取 适当 的 一 元 开始 画 数 ) ， 试 具体 作出 之 。 这 千 葛 能 否 
推广 到 -一般 、 零 家 初等 画 数 集 ? 能 否 推广 到 初 基 夯 数 集 ? 
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$ 3 原 妈 获 归 式 的 加 强 


现在 再 从 相反 的 方向 来 研究 ， 这 里 要 探 和 一 下 ， 有 没有 一 些 
表面 看 来 更 强 的 、 更 复 染 的 递归 式 , 但 是 却 可 以 用 原始 递归 式 ( 及 
迁 什 ) 来 表示 的 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 这些 更 强 的 更 复杂 的 递归 式 
用 得 非常 多 ， 因 此 永明 它们 可 以 用 原始 递归 式 ( 及 洗 置 ) 来 裘 示 是 
非常 重要 的 . 

永 可 假定 贿 数 只 有 一 个 ， 因 为 设 作用 域 f 有 7 个 参数 Fo， 
,Vr 8) ,我 们 可 引信 画 数 

fLRr-w, LR, ., LEv, Ly, 人 ， 
记 其 为 g(w, w) , 我 们 有 (wo 可 任意 指定 ) : 

f (Us 1, Wr, F) 9 (PI Uo Ur, 4). 
故 作 用 域 可 收 用 g(v, x) (作用 后 再 把 % 代 以 pgwowua…Ww) ,但 改 用 
9 时 ， 作 用 变 元 与 原来 一 样 (此 为 +) ， 而 参数 却 只 有 一 个 了 . 足 
见 , 上 面 的 假定 弧 不 开拓 普 汤 性 . 

(一 ) 联 立 递 归 式 

可 以 同时 定义 两 个 或 多 个 函数 户 (w z) ,而 在 计算 每 一 个 
(ww, 4 十 1) 时 ,都 使 用 到 各 f; 的 前 行 值 ， 

三 个 丙 数 的 联 并 递归 式 可 表示 如 下 : 

filu, 0) =4(%, 

ja, 0) =— As(w), 

falu, 0) =As (wu), 

万 G z+1)=Bly, 2 filu, 2), folu, 2), falu, 2)), 

falu, t+1)— Bu, 2 fu, 2), falu, 2), falu, 2)), 

Ja s+1) = Bs(u, 0 (Ge £), falu, ~), falu, 2)). 
多 个 画 数 的 情形 完全 仿 此 . 
谷 把 联 立 递归 式 化 归 为 原始 递归 式 , 可 引 大 夯 数 : 

9 9) = 一 2D92jsG 2)falu, 2 7)， 
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因而 有 
fi(u, ©) = Lg (wu, 2), 
falu, 2) =LEKg(u, »), 
Ja 2) = K"g(u, 0) ， 
这 时 , 显 见 glw, 2) 具 下 列 性 质 : 
9 (4, 0) =pg fa lu, 0)falu, 0)filu, 0) 
=p9° As(w) As (Ww) Ai(w) 
=4(W, 
gu, Sm) =pg’Bs(u, x, Lg, LEg, K?g) Bl, w, Lg, 
Lkyg, Kg) Bilu, w, Lg, LKg, Kg) 
=Bl, r, g(u, «)). 
这 即 是 y(w, w) 的 原始 递归 式 . 证 得 go o)， 即 可 定义 oO) 
如 下 : 
filu, w) = Lg (u, 四)， 
falu, 2)—LEKg(uy, 2), 
. falu, 4) = EK?g(u, 0) 。 
对 多 个 画 数 的 联 立 递归 式 可 仿 此 讨论 . 
街 上 所 述 , 可 知 联 立 递归 式 可 化 归 为 原始 壮 归 式 及 兴 里 . 
(二 ) 串 值 递归 式 
不 论 定 义 一 个 画 数 或 多 个 画 数 ， 如 果 所 使 用 的 画 数 前 行 值 不 
限于 直接 前 颈 及 (Ww, 2)、fa(w, z) 等 , 还 使 用 更 前 的 前 行 值 
请 2 is2) ,这 便 几 做 串 值 道 归 式 (多 个 画 数 时 几 做 串 值 联 立 
递归 式 ) 
串 值 递归 式 可 用 下 式 作 代表 ; 
人 0) 一 4(o， 
f WY, s+1)=Bu, 2 f lu, 0) 了 (0p) ) 
(CEL, $=1, .…, p), 


信 证 它 可 化 归 为 原始 北 归 式 及 类 置 ， 
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我 们 知道 ,车 命 
gu, 2) =IL Pe™®, 
则 有 名 使 得 


Bo 2 fo 3), Flu, t1)) = Blu, s, go £)). 

均 gtw, w) 可 用 下 列 原 始 递归 式 表示 : 
g (wu, 0) = Pf 0 一 2400， 
gu, w+1) =09(u, 2)* PAEtD 
=9(w%, «)* Pa 0, 
弃 定 义 了 9, 便 可 如 下 定义 耻 : 
f (u, 2) =eps 9 (u, 2). 

串 值 联 立 递归 式 仿 前 计 论 (只 须 引 用 配对 画 数 便 成 了 ). 

在 串 鸽 递归 式 中 , %; 可 随 4 而 更 改 , 即 可 有 一 zi(w, 2) ,但 
2: 的 个 数 2 却 是 固定 的 ， 不 随 w、% 而 更 改 ( 因 为 的 变 元 个 数 是 
固定 的 )， 如果 连 w; 的 个 数 p 也 随 % 2 而 更 改 ， 则 所 得 递归 式 不 
是 这 里 所 定义 的 串 值 递归 式 , 而 是 含有 算 子 的 递归 式 了 . 对 此 ,在 
下 面 将 加 以 研究 . 

(三 ) 参数 变异 的 递归 式 

上 面 西 种 递归 式 ( 以 及 原始 递归 式 ) 都 有 一 个 特点 , 即 :在 递归 
式 中 出 现 的 了 值 ,不 管 是 待 计算 的 或 是 在 前 的 (已 计算 的 ) ,其 中 的 
参数 都 是 一 样 的 ,都 是 ”， 在 递归 式 中 ,所 请 “在 前 的 ”f 值 ,本 来 
只 是 指 弟 归 变 元 较 小 的 了 值 来 说 的 ,一 点 也 不 管 参 数值 的 大 小 . 换 
车 之 ,不 花鸟 、 Vs 敦 大 部 小 ,永远 认为 f(a, 8) 在 (wz, w 十 1) 之 
前 ， 这样， 只 要 2 及 0s 的 值 进 小 于 2 十 1， 那 未 不 管 参 数 4 及 ws 
的 值 怎样 ,Qu zi) 、f (Ua, wa) 都 可 以 出 现在 递归 第 二 式 的 右边 . 
当 入 、4 为 丸 .2 的 已 知 责 数 时 , 这 种 递归 式 使 叫做 参数 变异 递归 
或, 它 也 有 串 值 与 否 、 联 立 与 否 之 分 

敲 有 串 倩 参数 变异 的 递归 式 如 下 (没有 诺 套 时 的 最 一 般 的 博 
浪 ): 
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和 0) =A(w), 
flu, So) = Bly, 0 f lus w1) ,°°, f Up, 29)), 
而 这 里 的 各 入 及 各 % 均 为 及 ww 的 页 数 , 但 须 w 所 ww, 今 先 使 用 变 
元 归 一 法 (或 变 元 增 大 法 ) 作 出 初步 化 归 如 下 : 


命 
Wa = WL, Y) — max max (wi (2, ,2 Up lz, £)), 
hw, 2) 一 I Ll Peg , 
其 有 (下 交 中 单独 的 ww 均 指 ws) 


f (us, ti) 一 eporteom) 记 (20，2) ， 
从 而 有 六, 使 得 在 7 和 x 时 有 (下 文中 血 表 w(r, 2), 鲍 表 m4("7， 
flr, Sr)=B(r, 2, 7 人， 站 ) 了 Bs)) 
=B(r, wj o) ) . 


故 得 
hlw, 0) = 上 县 Beo= 开 P#® ,=A4 (w) , 
hu, w+1) =h(y, w) “于 Petn) 
-Il I Psp ,Rh Cw, 2)) 。 “II epee hy 幼 ) 
一 各 (oo hlw, 四 ) 
=B(w, mw， hlwar, 1)). 
如 命 
Wt 一 ity , Way (= Woe ao) ， 
区 下 
双 命 
hw "wv, 0) 当 2s< 时， 
(w, 7，2) 
0， 当 2> 时 ， 
则 当 Sw 志 1 时 有 


g Cu, 1, 0) =h (wly, 0) =A (wiw), 
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9 (vw, 1, 2 十 二 ) =h(w ,wt+1) 
= wm, w, h(t sy, w)) 
-Bw sy, w, hlwi*w, w)) 
= Ey, wp, gy, 1, vm)). 
故 gw, 7 wz) 极 易 用 原始 递归 式 来 定义 ， 诈 定义 9 后 , 即 得 
hu, vm) =h(w wu, 8) 一 (2 0) ， 
f (u, %) 一 eppoouz 思 (人 ) ， 
贿 数 变异 递归 式 是 很 有 用 的 ， 但 什么 时 候 该 使 用 宅 却 不 是 那 
入 容易 看 出 的 ， 例 如 ,如 果 和 欲 构造 画 数 六 we %) : 
flu, Wm) =B(A, (Ww),**, BLAslY), BlAi(W), Aolw)))), 
那 末 ,显然 应 使 用 原始 递归 式 : 
[7 0) = do (ww ， 
fu, s+1)=B(Asri(W), Flu, »)), 
但 如 果 镶 构造 下 列 画 数 (wm): 
f (4,0) = Aolw), 
flu,1)=B(Ao(W, A1(W)), 
f (4,2)=B(Aoly), BLA (WY), As())), 
f (1,3)=B(Ao(W), BlACw), BlAs ly), As(w)))), 


senoroorsonaesdlobn nn 由 


这 时 ,要 想 写 出 了 (uw, 2) 的 递归 式 却 不 是 那么 简单 . 
今 可 先 定义 9(o，0 四) : 
gl%, 2 人 一 有 (GD ， BCAori(), BlAvratt) ,oe, 
BlAora-1(W), AvtrzlY))..), 
则 有 
{9 4, 0) = A, (lw) , 
g(v, WU t+1)=B(A,(), go+1, wu, £)). 
这 是 参数 变异 的 递归 式 ,可 化 归 为 原始 递归 式 及 泛 置 . 然后 ， 


158 第 四 章 原始 递归 画 数 
fu, 2)—g(0, 4, w). 
故 了 (wu, z) 也 为 原始 递归 于 庄 4 及 B 的 画 数 . 
(四 ) 媒 套 递归 式 
如 果 右 端 出 现 的 / 值 中 (当然 是 在 前 的 ) 的 参数 不 但 是 人 与 2 
的 已 知 责 数 , 而 且 还 依赖 于 了 的 某 些 前 行 值 , 那 未 这 种 递归 式 便 叫 
做 嵌 套 递归 式 .， 例如 
| 0) =4(w), 
flu, w+1)= By, vw, fC, oO f ly, %)), 2)), 
这 种 递归 式 亦 可 化 妇 为 原始 递归 式 , 为 节省 篇 幅 起 见 ,这 一 点 将 在 
后 面 计 论 左 套 多 重 递归 式 时 一 起 讨论 . 
(五 ) 含有 初等 算 子 的 递归 式 
在 递归 式 的 右 端 ,有 时 可 出 现 算 于 ,如 果 这 些 算 子 作用 于 已 知 
画 数 , 那 末 可 先 把 算 子 作用 的 业 果 ( 仍 为 已 知 画 数 ) 求 出 ,这 时 便 变 
成 没有 算 子 的 递归 式 了 . 因此， 这 里 所 就 的 合算 子 的 递归 式 是 指 
算 子 作用 于 待 求 画 数 的 情形 来 说 的 . 
设 待 求 画 数 为 fw, $) , 而 递归 式 为 
f lu, 0) =4(), 
fu, Sv) = Boy, oo v), om fn, r), (*) 


-eta 
plo fg, 2)). 
这 里 的 第 二 式 右 端 , 除 出 现 %、%、f 的 前 行 值 fQ, oo 以 外 ， 
还 出 现 两 组 算 子 ， 第 一 起 算 子 wm 是 以 递归 变 元 “为 其 作用 变 元 
的 ,第 二 粗 算 子 Bi 是 以 参数 入 为 其 作用 变 元 的 , 
显然 , 算 子 a 的 模 必 须 <%, 否则 , 饶 然 f(w, Sz2) 以 后 的 值 从 
未 求 出 ， 4 便 无 法 计算 的 了 因此 ,对 a 说 来 ,必然 有 一 画 数 
村 ,使 得 
2 fu, 7 = Mu, Blum), I Peden). 


B 旗 久 参数 为 其 作用 变 元 ， 它 可 以 不 是 初等 算 子 . 在 这 样 
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博思 下 ,如 何 把 上 述 递 轨 式 中 的 算 子 6 消去 殊 成 问题 ,目前 暂 不 时 
但 假定 8 为 初等 算 子 , 且 裔 其 模 为 五 (y)， 这 时 ,又 有 一 汞 
数 好 ', 使 得 
BO) =M'{(%, R{u,%) 了 ll,,, PI,) 和 


在 这 情况 下 ， 上 述 的 Fe 2) 部 可 改 用 原始 递归 式 及 返 吐 来 


定理 ”只 含 初等 算 子 的 单 重 递归 式 可 化 归 为 原始 递归 式 及 和 达 


读 . 
证 明 仍 就 前 例 讨 论 (一 般 情形 可 以 同 法 来 讨论 ) ， 试 命 
gt =I I Ps， 
并 全 


也 (4 v) = Max Cu (Wu, x) 7 0 (《&， 儿 ) 2 以 《4 2) ,WV (w, 2) ; HF (ou 2)) 。 


则 显然 有 : 
f Qh, Wi) =ep( pg i, wi), 9 (Ww, £)), 

又 有 

fly, wi) =ep(p9 (ly, 41), gw, 2)), YEHiR(y, 2)H; 

f (2, Y) =ep p90, Y), gv, v), oo 时. 
从 而 上 面 的 递归 式 (*) 中 的 第 二 式 子 可 和 写 为 

fu, HS2) = Blu, wm, ep (Pg ud, wi), gCW, t)), 

ep(p9 (Wu, 7), g(w, 2)), 


rao0 Cn, tT) 


B: ep(pg(q, %), gw, r))). 


Rr, 2) 


由 于 这 里 的 9(w, z) 不 被 算 子 a 及 B 所 作用 ( 它 与 "、g 均 无 
关 ) , 故 如 命 
B (%, 多， 0) 一 号 (uw, ep (pg (us Yi) 2 9) 3 OQ; ep (ng (Wh, 7) ,DD) 了 


fr, 27 


B: ep(p9(g, mt), v)), 
gq By (tt, w) 
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则 得 
fu, Se) =—B(lu, vr, glwt+d, 2)) (6 可 任意 ). 
收 稍 作 计算 便 得 
gu, 0 =IL I Pi =—H, PARo = AlD); 
g lu, Sw) =g(u, ow) I PRR, 
= oI Ph 
-yo oH PRS 
=P(w, oo go om), gC, %)) 
(其 中 命 =max w(t, 四) 
这 是 参数 变异 递归 式 ， 定 义 了 g 之 后 即 可 定义 让; 
f (1, £) —eppow, og (w, %)、 
故 定理 得 证 . 

(六 ) 定义 算 子 的 递归 式 

此 外 ,还 有 许多 别 种 递归 式 . 下 面 再 讨论 一 种 , 即 用 以 定义 算 
子 的 递归 式 . 

递归 式 只 能 用 以 定义 画 数 ， 因 此 ,所 谓 定 义 一 算 了 于 (例如 定 
义 2) 只 能 理解 为 : 根据 f (4, z) 之 值 ( 及 一 些 已 知 画 数 的 值 ) 而 
定义 2 ftw, w) 之 值 (如 果 a 的 作用 域 售 有 多 个 丽 数 ， 亦 仿 此 计 
论 ) ， 画 数 了 可 以 叫做 这 种 递归 式 的 根源 为 数 . 

当 利 用 递归 式 来 定义 ,2,7 (ww, 2) 时 ， 当 然 不 能 以 作 用 变 元 4 
作为 递归 变 元 ( 因 .9 8 6， 2) 实际 上 与 作用 变 元 % 无 关 ) ; 插 且 永 
可 把 参数 表 成 新 添 变 元 (例如 ， 把 a yu， 2) 表 成 6 De » (#, %), 
对 算 子 a 说 来 , % 是 参数 ,但 对 算 了 于 & 说 来 , % 却 是 新 添 变 元 )， 因 
此 下 面 永远 假定 ; 在 定义 算 子 的 递归 式 中 都 是 以 新 添 变 元 作 递 妇 
变 元 的 . 在 这 和 定之 下 ,定义 算 子 的 递归 式 一 般 地 可 表 成 : 
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& flu, 2)=A(Y), 
好 一 人 
| 芒 一 有 CU n,f(B,Y), a fle, 6) 
这 里 , 8、?>、3 等 都 是 丸和 的 画 数 日 6<n, 而 8 和 5 则 是 1,% 
的 画 数 ; (8,，y) 可 以 时 做 填充 项 ，x Je， 允 则 只 做 前 行 项 ;项 
充 项 与 前 行 项 都 可 以 有 好 多 个 (并 不 限于 一 个 ) ， 了 作为 已 知 . 
根据 前 行 项 的 性 质 , 可 以 分 成 下 壕 旺 情形 来 讨论 . 
第 一 , 不 合 %( 只 合 忆 及 nn) 而 即 为 2 本身 . 这 时 < f(s， 2) 
可 说 是 “基本 上 ”和 a 了 (uw, 2) 相 同 ;更 明确 此 说 ,如 果 把 a f(w, 2) 


训 为 9(w, y)， 央 根据 对 新 添 变 元 及 参数 作 洋 便 的 精 困 ,有 : 
je 2) —g(e, 6), 
这 时 上 述 的 递归 式 (x*) 便 可 写成 
1 0)=40G0)， 
gu, Sn) = Blu, n, f (8, 7), 9(e, 0))， 
且 有 5%n， 这 时 ， 在 整个 递归 式 中 没有 算 子 的 出 现 (除非 表达 式 
Blw, 9%， 7, 8) 本 身 有 算 子 ), 这 类 递归 式 正 是 上 面 计 褒 过 的 各 种 递 
轨 式 (注意 : 是 已 知 的 ) ,没有 什么 新 奇 的 地 方 ， 

第 二 ， 或 者 e 中 合 有 ww, 或 者 不 是 2 本身 ( 寂 可 以 是 合 % 的 
复杂 表达 式 ， 亦 可 以 是 不 含 & 的 表达 式 ). 显然 ， 这 时 即使 把 
2 Go 2) 表 为 g4b 幼 , 但 4 f(s, 5) 是 不 能 表 成 yw 9) 和 56、 
8、& 等 的 迭 贰 的 .因此 ,递归 式 (**) 便 城 然 不 同 于 以 前 桂花 过 的 各 
种 递归 式 , 而 是 一 种 全 者 的 递归 式 .在 这 种 递归 式 中 ， 把 < 六 《xy w) 


写成 9 轨 并 届 有 好 处 ,最 好 仍 是 把 算 子 “表示 出 来 , 因此 它 便 
叫做 定义 算 子 的 递归 式 . 

举 几 个 这 种 递归 式 的 例 于 如 下 : 

(1) 本 {A(%, &), Bls, y)}=AOQ0, u), 


尖 沉 
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4， w, Blr, 9)} 
(TPRR 


—B(A(0, w), 0 {A(Sz%, wu), Be, y)}). 


Ed 

这 里 前 行 项 为 a {4 (Sz, 从，B(w, 的 }， 而 卉 充 项 为 4(0, 
及 整个 第 二 递归 式 右 端 . 

在 这 递归 式 中 ， 凡 在 a 的 作用 域 中 出 更 的 项 都 是 B(%, 9) 
本 身 , 没 有 任何 改变 ， 因 此 ,通常 便 把 “Blw, 9) ”省 略 不 号 ,从 而 弟 
归 式 (了 可 简写 为 : 

A(lw, vw)=A(0, Ww), 
| & 4 v=B(A(O, WW), «a Al(S%, W))., 

对 这 递归 式 就 来 , 卉 充 项 为 4(0, 由) , 前 行 项 为 a 4(Szw, w) (w 相 
当 于 8，, 而 Sw 相当 于 5， 它 含 有 作用 变 元 %)， 

如 把 a 4(2 切 写 为 9 (ww) ,读者 斌 依次 求 9(w,0) 、g ,1)、 
9(w4, 2) 、g9(w, 3) 各 值 便 可 看 出 9(xw， z) 各 值 的 租 成 规律 . 

0 ?ytz) 一 ?4D) ， 

2 

可 [2 ,0 =Bu, 2 o (6(%))). 
这 里 没有 卉 充 项 ,前 行 项 为 ay (3(w)), lw) 相当 于 ( 它 命 有 作 
用 变 元 2). 读者 亦 可 把 a (2) 的 前 几 个 值 及 其 钥 胶 规律 求 出 ， 

(8) 胡 世 华 先 生 公 讨论 下 列 的 递归 式 及 其 推广 

2 7 (2) =7(0), 
要 Y GO) 一 Bo a TY)) 2 Ye))) 

( 见 数学 学 报 6 知 1 期 (1956)93~104 页 ) . 这 里 没有 卉 充 项 ,前 行 
项 为 @ yeto)) (<t<h)， 其 中 yi(x) 相当 于 “《( 它 含有 作用 
变 元 ). 

此 外 ,类 位 的 例子 还 多 ,这 里 不 再 列举 了 ， 
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(1) 、(2) 两 递归 式 虽 丰 能 直接 帮 成 以 前 讨论 过 的 递归 式 ， 但 
却 极 易 化 归 成 参数 变异 的 递归 式 ， 事实 上 , 对 递归 式 ( 了 说 米 ，, 如 
用 
glos ww 胃 才 a4(o+a 内， 
则 y 可 由 下 烈 的 参数 变异 递归 式 


9 Us Sn) 一 BC w), gC(2+1, %, 1)) 


来 定义 ,既定 义 了 9g， 即 可 如 下 定义 a 4(%， 2 
a 4 %) =9(0, u, Y. 

对 递归 式 (2) 裔 来 , 仍 可 用 g(%, %， 2) 表 Y (0?(z) ) ， 然 后 
仿 递 归 式 (了 那样 ， 上 先 用 参数 变异 递归 式 定义 go ww, 切 ， 再 作 定 
尺 

(0) 一 9(0， wv, ). 

表面 看 来 ， 例 (3) 基 本 上 与 例 (2 类似 ， 只 是 作 了 一 点 很 微小 
的 推广 (把 一 个 So) 推广 为 个 ?xD)) ， 但 实际 上 要 对 例 (8) 作 
化 归 却 困难 得 多 。 胡 世 华 先生 使 用 了 相当 复杂 的 论证 才 证 明了 由 
递归 式 (3) 所 定义 的 也 Y (2) 是 原始 递归 于 B、7y 及 了 ri 直 委 让 站 
的 画 数 (其 论证 太 繁 , 邻 略 ). 

看 来 , 由 更 一 般 的 递归 式 (*“) 所 定义 的 画 数 4 fw， 2) 也 是 原 
始 递 归于 4、B、B、y、6、s、6《 及 了 的 画 数 (而 且 ， 位 乎 也 可 仿 胡 
世 华 先生 的 葵 诈 那样 来 永明 ) ,从 而 定义 算 子 的 递归 式 并 洛 有 超出 
原始 递归 式 的 范围 ， 但 关于 这 方面 的 工作 还 没有 人 详 姑 研究 过 ， 
所 以 这 个 猜测 的 正确 性 迄 信 还 无 法 断定 ， 


习题 
1。 下列 递 轨 式 是 什么 递归 式 ? 求证 它们 均 可 以 化 归 为 原始 递归 式 及 选 


164 第 四 章 原始 递归 画 数 
苞 : 
(1) (Segre 近代 式 ) 
Je 0) = 4, 
fal%, 0) = As(W), 
Js 0)= A3(W), 
f1(%, Sw) = Bilu, 2, fC, 1), falu, 2), folu, 2))s 
falu, ST) = Bolu, 0 fC) SL), fa, 1), falu, 1)), 
fsa(u, Sw) = Bys(u, vy 万 ( St) falu, Ot), fsll, 1) YS 
fi1(%, 0)= A1(W), 
au 0) = 4A,(W, 
fa, 0) = As (Ww), 
fitw, 1)=B1(W), 
(2) 4 foiu, 1)=B,(W), 
as 1) = Bs(wW), 
fil¥, t+2)= 0 0 Fi, 2), flu, ST), fl, ST)), 
PC aa 一 Cs 2 fi s+2), flu, ST), falu, 1))) 
fsa, +2) = 2 il, w+2), falu, t+2), falu, S2)). 
2. 在 正文 所 列 的 关于 了 (w%w, x) 的 串 值 递归 式 中 : 
(1) 车 命 9C% 2) 二 pg*fCu, 0) fw, 1) ef CW, 2); 
(2) 车 命 gw #) 二 seq 了 (%, D; 


(3) 著 命 g(%, 人) 一 于 Pe™", 


求证 9% 2) 原始 递归 于 4、B， 从 而 (ww) 亦 然 . 
3， 有 下 bonaci 数列 如 下 先 义 : 


ao 一 0， 
CH 一 工 ， 
n+2 二 0: 十 Gu+l， 


试问 :这 是 什么 递归 式 ? 利 证 明 其 可 化 归 为 原始 递归 式 及 泛 冒 ， 
4- 诚 将 三 个 函数 的 是 值 联 立 递归 式 的 通 式 列 出 , 着 将 它 化 归 为 原始 递 
归 式 及 返 读 . : 
5. 试 将 下 列 递 归 式 化 归 汶 原始 递归 式 及 泛 胡 .如 有 简 法 则 尽管 用 简 法 ， 
不 必用 正文 中 的 通 潜 . 
fw, 0) = A(W), 
[se So) 一 BC 2; Df Cw, t)); 
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[提示 : 合 gtx, 2) 一 之 了 tw) 四 ,然后 把 这 递归 式 看 作 了 与 9g 的 联 立 递 
归 式 .] 
(2) f(0) =a(0), 


f=a(De0, 
了 (2) =a(2) Dd"®, 


(3) f(0) =ac0), 
f (1)=ad0)a,, 
f 2) =a(0) nD™, 
(4) 1(0)=ac0), 
f(D=000) -all), 


II ft{u,i) 


fu, 0) 一 4 十 工 
《5) | 和 本 
fu, Sr) =2 


之 job 1); 


fu, 0) 一 4 十 工 ， 
™) {re 80) =—2 IL Jo DC, 2); 


4 7 (0) =f (0), 
7 yd 
机 1 rcya + a f+D); 


&« fs,Y)=u, 
(8) (2, ,0) 
fw, y)=f (%, a flr, y)). 
(DSC nt+1) PACU WU) 


6. (了) 就 把 参数 变异 递归 式 化 归 为 参数 变异 复 壕 式 ; 
(2) 在 参数 变异 递归 式 中 ， 如 果 新 参数 只 是 旧 和 参数 的 医 数 而 与 递归 变 元 
雹 关 , 能 否 不 用 变 元 归 一 法 ,而 殷 它 化 归 为 原始 递归 式 及 迭 避 ， 就 讨论 下 例 : 
{i 0) =A(w), 
fu, ST)= Bu, t, fAPW) , 2)), 


be | 
强 


1 & 0) = A, (WY), 
gv WU SI)=BCAW), gv+1, W 2)); 
人 2 0) 一 4 

9100 2 ST)=g1B Ar(W), V), WU 4). 
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就 求 9(23 4 多 ) 及 91(2， LA 1); 并 诈 明 
g(0, vw, T= Ap(Y), W, 2) 。 


$4 多 重 敬 归 式 

以 上 各 递归 式 都 可 以 叫做 单 重 递归 式 . 章 重 递归 式 的 特点 
是 : 在 递归 式 右 端 所 出 现 的 “在 前 的 ”了 值 , 都 具有 这 样 的 人 性质 : 即 
宅 们 的 某 一 个 变 元 (所 谓 递 轨 变 元 ) 的 变 值 较 当前 的 了 值 的 相应 变 
元 的 变 值 为 小 ， 换 车 之 ,在 单 重 递 归 式 中 ,只 筑 就 一 个 递归 变 元 的 
变 值 大 小 加 以 比较 便 可 以 币 定 出 现在 右 问 的 了 值 全 是 在 前 的 了 值 
了 .由 于 递归 变 元 只 是 一 个 ， 而 比较 前 后 又 以 递归 变 元 变 值 的 大 
小 为 准 , 故 称 之 为 单 重 递归 式 . 

但 是 ,还 有 这 样 的 递归 式 ， 要 和 看 出 其 右 端 所 出 现 的 值 是 “在 
前 的 ”了 秆 ,不 能 只 看 某 一 个 变 元 的 大 小 ， 而 须 同时 上 比较 儿 个 变 元 
的 大 小 (这些 变 元 都 寻 做 递归 变 元 )， 而 比较 大 小 时 是 朵 用 “池上 由 
次 序 法 "的. 设 须 比较 三 变 元 租 mi xa、 ts 的 大 小 ， 则 字典 次 序 法 


是 : 


各， Wa, vs 在 5， 她 ， 0 之 前 

当 且 仅 当 : 

或 者 wi1<， 

或 者 一 允 ， 但 4 过 航 ， 

或 者 1 一 4 且 如 一 如， 但 v3<<09. 

凡 比 较 了 了 值 前 后 时 须 比 较 几 个 变 元 的 大 小 ， 且 依 字典 次 序 法 
而 比较 的 , 便 呈 做 多 重 递归 式 . 如 果 递 归 变 元 有 2 个, 便 叫做 天 重 
递归 式 . 

例如 , 下 式 便 是 三 重 递归 式 的 例子 : 

flu, 0, 0, 0) =Ai(y) ， 

flu, 0,0, Seo) = As(u, oo Fun, 0, 0, vy) ), 

flu, 0, Sws, 0) — As(w%, we, CD 0, wd, wh") ) ， 
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f (u, 0, Swa, Sws) = As lu, wa, ta, fF (us, 0, mh), we), 
fu, 0, Svo, £3")), 
flu, Sri, 0, 0)= .As(w%, vi, fF (us, wD, wl, gh)), 
flu, Swi, 0, Sea) = Ao(u, Pi, wa, Fr, wd, wb, wh 9), 
fu So 0, 3°)), 
f lu, Sr, Sra, 0) = A (u, Wi, ta, fF USD, wd, wl, wo) ， 
fu, Sv, we", )， 
ft, ST1, Sra, Sws) 
=Blu, vi, Ws, Vs, fu, wh, yh wy), 
fF un, Swi, TH, we), 了 了 (CUCD 3， Sg, oa， v20)) , 
这 里 , 凡 附 有 方 括号 耕 码 的 量 可 取 任 总 大 小 的 数值 ; 附 有 圆 括号 局 
人 码 的 量 则 必须 满足 : . 
vw Sm (C=1, 2, 3). 
又 , 几 附 有 括号 户 码 的 量 (不 论 为 方 括号 还 古 图 括号 ) 均 为 www1、 
wa、 ws 的 画 数 , 即 
2 一 047 (wu, 人 1 ， fa, va) ， 
wD 一 w( 认 (wy, ol， ra, V3) , 等 等 . 
双 , 括 号 中 的 “ 信 表 示 这 类 的 项 可 不 止 一 个 ,例如 ,第 二 式 群 和 写 出 
应 为 : 
fw, 0,0, Svs) = .As(u, ms, Font 0, 0, wh1), 
0 0, 0, «8 ™)). 
各 项 的 个 数 ( 即 罗 ) 从 须 是 固定 的 ( 因 4s 的 变 元 个 数 是 固定 的 ) . 但 
[1 杂 的 个 数 未 必 与 [2 训 的 个 数 相同 . 前 面 七 个 式 子 (其 左 端的 变 元 
中 至 少 有 一 变 元 为 0) 呀 做 开始 值 式 子 ， 最 后 一 式 叫 做 递归 式 子 . 
显 见 , 就 % 重 递归 式 首 , 我 们 有 2” 一 1 个 开始 值 式 子 ,只 有 一 个 递 
轨 式 子 . 
在 上 述 的 例子 中 ,以 及 在 一 般 的 凤 重 递归 式 中 ,开始 值 的 式 子 
仍 是 很 复杂 的 ,用 下 法 可 把 开始 倩 的 公式 变 得 非常 简单 ， 
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我 们 知道 wi 1, zf”, wf 1 等 均 为 ww1、 ra、 vs 的 画 数 ， 今 引入 
下 列 记 号 : 


DH 


vw i(w, vil, wa——1, wel) 为 wt 1 ， 


让 ~ ? (%, wl, wa——1, a1 ) 十 1 为 zt ), 
记 vl 1(w, wi——1, va——1, 03 一 工 ) 十 为 x 1 


设 命 
{2 WB1, Pa, Vs) —=0,， 当 wizsrs 一 0 时 ， 
gu, 1+1, vatl, tst+1) =f(u, ti, Ta, ws), 


上 央 显 有 下 列 的 关系 ({ } 表 示 或 方 括 号 或 图 括号 ): 


fw , wv )， 0 2， 2 ”) —g (uw ,, zf ,, 区 2， 2 »). 


故 得 
gw, v1, V2, ws) 一 0， 当 vivats =0 时 ， 
gl, Sw1, Sa, Sws) 


41(%) , 当 各 一 %s 一 《8 二 0 时 ， 
Aslw, vs-1, g(r, 1, 1, 40)), 
当 01 一 2 和 5 一 0，0s 天 0 时 ， 
As(u, tal, g (0, 工 ， 020，220) ) ， 
| ” 当 生 一 2 一 0, %4 天 0 时， 
Aslu, Wal, ws.l1, g UH, 1, sh, ch) ， 
g (us, 1， Vs 十 十， ED) ) , 
当 gi 二 0, wts 天 0 时 ， 
As lu, m1, g (BD, ze, wn, wo)), 
当 w1 关 0, x 一 V3 一 0 时 ， 
Aelu, m1, wel, g (Un, eed, wb, co), 
gl", wit+1, 1, Xp) ) ， 当 wiws 天 0, za 一 0 时 ， 
4 (VC， ml, wo-l, g (ue, pa pp， 0) ， 
9 (wd, wi 十 1， th, zh) ) ， 当 wirma 大 0， vas=0 时 ， 
Blu, vil, val, wal, g(W00, veo, 
za", Za)) , vivoms 0 时- 
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显然 ， 北 合 定义 式 可 合并 为 一 式 : 由 于 wf 所 m4, 如 使 用 变 元 归 一 
法 ,还 可 把 各 of? 均 换 为 tw, 又 把 各 九 归 一 , 各 村 1 亦 归 一 ， 因 得 
9 (4 wi Va, Ya) 的 定义 式 如 下 (其 中 初 值 亦 可 换 为 任意 别 的 秆 ) : 
9 {yu, v1, La, vs) 一 0， vrata =0 时， 
gu, Sri, Ses, St3) = BE, Wi, Va, Va, GW, Pi1, W, W), 
9g WW, So va, W), 9 Se, Sra, v3) ). 
这 里 九 为 各 "的 最 大 者 (或 更 大 的 数 , 如 宅 们 之 和 ), ww 为 各 ww"! 
的 最 大 者 (或 它们 之 和 ) . 
这 样 ,已 爸 把 多 重 递 归 式 化 妇 得 相当 箱 单 了 ,但 还 可 进一步 化 
和 尔 : 把 了 中 的 递归 变 元 m1、 mo、 ws 除去 《而 画 数 前 行 值 的 种 类 数 并 
不 志 加 ,对 4 重 递 归 式 说 来 仍 为 nr 种 ) ,其 千 果 叫 做 多 重复 迭 式 . 
为 此 ,我 们 引 人 画 数 ( 仍 以 三 重 北 归 式 为 例 ): 
h(u, Ww ta, ta) 一 DO08010a03 (UW, V1, Wa, Ms), 
于 是 得 : 
h(u, wi, to, Va) 一 DI3010a030 ， 当 wivars 一 0 时 ， 
hy, Sw1, Sv2a, Sra) 
=p9 (S81) (Sra) (Sws) 9 (Wu, Sw1, Svs, Ss) 
=Pp9 (Hw) (Hwa) (Sws) Blu, v1, Wa, Ws, 9 (U”, Wi1, W, W), 
9g, Sy1, Wa, W), 9 SE1, Swa, zs) ). 


再 作 下 列 替 换 ; 
wi 换 为 KK3h(w*, wi, WwW WwW), 
va 换 为 LK2h(w, Swi, ta, wW), 
vs 换 为 LKhG@w, Bw, Sra, ta), 
9 换 为 Lh ( 具 相 应 变 元 )， 

显 见 ,上 式 可 化 为 

h(u, Sm, Sra, Sys) 
=B(y, hw, wi, WwW, Ww), | 
hw, So, va, W), hlu’, Sv, Sz, vs))., 
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我 们 的 目的 便 达 到 了 . 

旗 得 六 即 可 用 迭 置 作出 9 及 广 : 

fu, wi, ta, Wa) = 90, So, Sesa, Sos) 
= Lh(u, ST, Sre, Sta). 

只 要 中 (或 售 中 ,或 名 中 ) 合 有 贿 数 以 该 多 重 递归 式 使 吐 
做 具 参 数 的 . 因 得 : 

定理 1 任意 %% 重 递归 式 均 可 化 为 具 参 数 的 多 重复 氨 式 ,在 复 
迭 过 程 中 只 使 用 种 前 行 值 (好 h@w*, v1 wwW) 、h(W', Sw1, Ya， 
w) 等 , 共 n 种 ). 

注意 : 如 不 是 想 使 前 行 值 种 类 数 减 少 ， 则 x1 sa 等 可 换 为 
K3h(w, m1, wa, Ww3) , LKRh(w, wm, to, Ws) 等 . 

此 外 , 如果 忆 便 是 % 本 身 , 则 仿 这 里 的 方法 还 可 把 B 中 的 贿 
数 久 消除 ,著者 可 自行 作出 ， 

现在 仍 就 % 重 递归 式 而 讨论 . 

注意 : 好 及 人 可 为 任意 大 小 , 可 有 具 极 复杂 的 结构 ， 亦 可 依 屯 
于 被 定义 的 函数 9 (当然 只 能 依 屯 于 破 定义 画 数 9 的 前 行 值 ) ， 故 
它们 的 结构 很 值得 研究 ， 

根据 渡 、 ww 与、%1、 tz、 Ys 则 的 画 数 关 系 , 可 把 多 重 递归 式 分 
成 三 种 : 

1. ww 名 均 为 WO、 oa 、 oa 的 已 知 画 数 ， 则 称 为 参数 变异 的 
多 重 递 归 式 ;如 w=w, 特 称 为 简易 多 重 递 归 式 . 

2. w* 可 含有 丢 定 义 的 画 数 了, 但 甸 为 各、 Vo、 Ws 的 已 知 画 数 
(不 含有 外， 这 时 称 其 为 弱 仍 寡 和 多 重 递归 式 . 

3. 网 及 2 可 含有 和 破 定 义 的 夯 数 户 而 且 如 果 只 用 合 有 了 而 
2 为 已 知 函 数 时 , w 必 合 有 参数 风 这 时 称 其 为 强 慨 套 多 重 递 归 式 . 

下 面 将 迹 明 : 参数 变异 及 碳 财 套 的 多 重 递归 式 均 可 化 为 原始 
递归 式 及 迭 甘 . 但 强 嵌 套 多 重 递归 式 ,一 般 改 来 ,是 不 能 化 为 原始 
递归 式 及 泛 置 的 . 
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注意 : 对 于 单 重 递归 式 ,我 们 恒 可 化 强 嵌 套 为 弱 嵌 盘 。 因 为， 
即使 递 轨 变 元 及 参数 均 含 有 彼 定 义 的 了 , 但 使 用 变 元 增 大 法 后 , 递 
归 变 元 便 马 上 变 成 “2 , 旗 不 再 含有 户 也 不 售 有 参数 4, 故 释 过 变 
元 坪 大 法 后 , 伐 套 单 重 递归 式 永远 只 是 区 庶 套 而 非 强 诺 套 . 因此 ， 
伐 套 单 重 递归 式 永远 可 以 化 归 为 原始 递归 式 及 迭 革 ， 
下 面 分 别 讨论 这 三 种 多 重 递归 式 及 其 化 归 . 
(一 ) 参数 变异 多 重 递归 式 
我 们 来 证明 :参数 变 弄 十 1 重 递归 式 永远 可 以 化 为 参数 变异 
n 重 递 旺 式 . 如 此 逐步 做 下 去 ， 最 后 便 可 化 为 参数 变异 单 重 递归 
式 ， 从 而 化 归 为 原始 递归 式 及 迭 填 了 . 下 面 把 参数 变异 三 重 递归 
式 化 为 参数 变异 二 重 递归 式 . 
设 有 贿 数 变异 三 重 递归 式 ( 并 光 对 使 用 变 元 增 大 法 ) 为 : 
fu, V, W1, Wo, Va) 一 0)， 当 zi2a0as 二 0 时 ， 
flu, vo, Se1, Sta, Sra) = BW, ti, Wa, Tas FW ,D1 WW) , 
fe, vo, Sti, va, W), FW, v, SF1, S22, 23) ) ， 
今 发 法 把 第 三 递归 变 元 (最 末 一 个 递归 变 元 ) 消 去 如 下 : 
设 


w= yu, 化 1， 化 9， ws), 


0 一 中 (2 v1, wa, va), 


命 


w=—max (Yu, $1, wa, 2$)， 
ios 


w=max pu, ti, Ya, $). 


由 于 先 对 了 使 用 变 元 增 大 法 , 故 月 使 得 : 当 i<%ws 时 
f lu, v, St, Swa, SH) =B(u, wi, os fw, oo oa)， 
f(a, v, Sw1, we, ©), fr, Y, St1, Svs, ©) ). 
注意 : 由 于 mw、 此 与 无关, 故 右 端 三 个 了 填 式 中 , 前 面 两 
个 填 式 亦 与 无关 , 斌 定义 (了 P 了 还 与 %1、%s 有 关 , 下 面 略 写 了 ) 
{i v, %, 6, 0 一 2 
Plu, v, &, 0, SD =B(u, m1, 2200 vo, 2,0,2)). 
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令 证 : 当 i<ws 时 有 
fu, ov, ST, Swa, =P, 9, fw, VY, Ti, WO, W), 
flw, 9, Svs, va, W), 6), 
货 基 : i;=0 和 时 , 左 ==v= 右 . 
归纳: 章 把 f(w, 2, m3，@%， 9) 记 为 9， 
把 Fr，2，9oi，0a，ow) 认为 BR, 

当 j<ws 时 ,有 : 

f u,v, Sm, Svs, Si) = Blu, wi, ra, o,Q, BR, f(r, o, Sz1,Sra,d)) 
=B(lw, wi, oo i,Q, R, P(x, v, Q, B, i)) (AW 假 设 ) 
=P(wy,v, Q, ER, Si), 

于 是 , 依 数 学 归 灿 法 序 得 壮 . 
邻 弃 证 明了 本 断言 , 即 得 
f (W, VY, T1, Va, Wa) 一 0 当 Vis 一 0， 
fl v, Sw1, Sma, ws) 一 PC v, Fr oo wo)， 
fr, v, Wit1, va, W), wa), 
显然 , 了 的 定义 式 是 贿 数 变异 单 重 递归 式 , 可 化 归 为 原始 道 
归 式 ，/ 的 定义 式 是 参数 变异 二 重 递归 式 (2 看 作 参 数 ) 这样, 参 
数 变异 三 重 递归 式 便 可 化 归 为 原始 递归 式 、 迭 蔷 及 参数 变异 的 二 
重 递 归 式 了 .再 进一步 化 简 ,消去 递归 变 元 we, 便 得 参数 变异 的 单 
重 递归 式 ,从 而 最 后 便 订 化 归 为 原始 递归 式 及 迭 寺 了， 从 而 得 到 ; 

定理 2 瑚 数 变异 ? 重 递归 式 可 以 化 归 为 原始 递归 式 及 和 兴 芙 ， 

(二 ) 弓 堪 套 多 重 递归 元 

凡 庶 套 递归 式 (不 险 强 或 双 ， 不 论 单 重 或 多 重 ) 都 很 难 把 其 一 

般 形状 写 出 ,因为 炎 常 “ 套 中 有 套 ” ,而且 “ 套 中 之 套 ”的 层 数 可 以 任 
意 之 多 ,例如 , 即 就 候 套 单 重 递 归 式 说 来 ， 

f lu, S%) =B(:…), 
在 右 端 可 以 出 现 有 了 Qa, 2%)，, 而 tw 可 依赖 于 Qs, 2) ，wo 可 依 荐 
于 f (ws, 2)， Vs 可 依赖 于 了 (wa, 4%) ,等 等 ,这 样 便 出 现 了 多 层 嵌 套 . 
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村 把戏 套 递归 式 的 一 般 形 写 出 来 自然 是 很 困难 的 ， 邹 使 竟 强 写 出 
来 ,用 处 也 不 天 . 
为 此 ， 要 就 明 能 扇 套 多 重 递归 式 可 以 化 归 为 原始 递归 式 及 迁 
置 ,我们 将 从 特例 人 手 . 但 是 , 读者 容易 看 网, 这 里 所 用 的 方法 是 
一 般 的 ， 任 何 一 个 能 庶 套 递归 式 都 可 使 用 同样 的 太 法 而 化 归 为 原 
始 递归 式 及 兴 贰 . 
说 有 弱 让 套 三 重 递归 式 : 
(002a， 全 ) 一 0， 当 zi1wa8s 二 0 时 ， 
fu, Sm1, Swa, Ss) 
一 Bi m1, wa, 9a FOf CF Ba, Wi, Va, Ws), 
Sw1, Swa, Ws) ,ST1, Wo, C1), ta, Ca, Cs)). 
这 里 , 右 端 除 出 现 嵌 套 的 了 值 外 ， 还 出 现 若干 个 依 变 元 : Bi1、 Bs、 
COs、Ca; 各 BB 可 为 尺 1、%Wa. ys 及 了 的 十 式 的 西数, 而 各 C( 因 
能 民 套 的 和 缘故) 只是、2%a yws 的 已 知 丙 数 ， 
一 般 ， 递 归 式 右 端 除 出 现 嵌 套 的 了 值 外 ， 还 出 现 有 8 个 吾 面 
数 关系 : 万 1， 0 万 (它们 为 卉 以 Ww Yi、Vo、 Ys 及 了 的 填 式 的 函数 )， 
及 个 0 泵 数 关系 : OQ1,…， Os ( 它 们 为 填 以 mi、za ws 的 已 知 图 
数 )， 只 要 使 用 广义 么 夯 数 , 便 可 假定 各 的 变 元 个 数 是 一 样 的 ， 
设 共有 有 十 8 个 变 元 : 局 (21, wo za, V1, V4, …， V5) (这 里 ,为 方便 
起 上 见 ,把 由 ci、zs、os 所 占据 的 变 元 位 置 先 写 出 ) 
今 引 入 画 数 94 2) 如 下 : 


I4i 0) =0， 
凤 ， 当 epo(8 十 1 =0 时 ， 
Bi(ep1(b+1), eps (四 十 二 ，eps (+1), 
glu, Sh) = gu, epath+1)),*, 9(u, epars(h+1))), 
当 epo(8 十 1]) = 时 (=1, 2，…，8) ， 
0， 此 外 〈 序 epo($ 十 1) 之 3 十 1 时 ). 


由 此 定义 即 得 
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w=g(, 1), 
Bo Va, Ts, 9 CY, O1), “1 9, O01)) 
=9(u, 21.380,6°" 7%. PY Pg. Ps), 
邻 设 法 定义 及 (a, 8) , 使 得 
gg, 0), 6) =g(u, hla, b)). 
要 找 出 罗 的 定义 方法 ,可 先 研究 g(w, n) 的 值 ， 因 为 
9 4), 0) =0=g(u, 0), 


故 
A(a, 0) 一 0. 
其 次 ， 
g (glu, a), b+1) 
gu, 9) ， 当 epo(p 十 1) 一 0 时 ， 
B,(ep1(b+1), epa(b+1), eps (b+1), 
9 (9(u,0) ,epa (b+1),, 9(9(4%,0), eps(d+1)), 
go a), epr+rs(0+1))) 
_ | =B(epi(d+1), eps(b+1), eps(d+1), 
glu, hla, eps (B+1))), glu, h(a, eps (B+1))), 
,9(u, h(a, eprrs(d+1)))) 
一 了 (w, Di, HPL+1) DePab+1) ,eps d+) » Pr epd +t1)), ,es 
+) , 当 epo(5 十 1) 一 时 ， 
gu, 0), 当 epo(5 十 1 之 sl 时， 
故 得 
h(a, 0) =0, 
4， 当 epo 忆 十 1 一 0 时 ， 
h(a, b+1) = Qi 3epL(DT1) ,Pepid +D) oFepab +l) 。 Phala,epe D+)... 


-ee opo (+1) 一 和 一 1 3， 

0， 当 epbo(p 十 二 产 8 十 工时 ， 

显然 , h(a, 5) 为 囊 值 单 重 递归 式 , 可 化 归 为 原始 递归 式 及 先 什 ， 
邻 可 定义 必 8i, wa va) ,使 得 
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Cw, Ui, Ca, 3)) = (uy, V1, C2, 5) 。 (*) 
其 定义 方法 如 下 : 
因 
fw, m1, Va, Vs) 一 0 一 9 0) ， 当 wwors =0 时 , 
故 知 应 有 
lw1, Vo, Ta) =0,， 当 wirors=0 时， 
其 次 ,有 : 
9 {wu, LSwI, Ste, Svs)) =f (4, Sor1, Spe, SLs) 
=Bi(u, vi, wa, Ta, ff Cf (Boal, V1, ta, C3), 
Vi 十 ] ,Va 十 1 ， Ws) ;C1 十 1 wa, O01), ti1, C2, 03))., 
今 “ 由 内 而 外 ”逐步 化 为 9 ( 依 归 轩 假设 ,前 面 的 了 值 满足 (x*) 式 ): 
Bs(u, Wi, Wo, ta) = Ba (ol ra, Wa, 9 (u, 1)) 
= 9(u, 22.38m.5%.77.117) 
=—9(u, 1), 
f (Bs, m+1, wotl, wa) 
=g(9%, Mm), Lot1, tat 1, wa)) 
=g(u, h(di, LWit1, val1, wa)) 
=9g(%, dy) = Ds, 
f(Ds, ttl1, ra, Oi) 
=g9(9 Cu, da), LRi+t1, ms, O01)) 
=glu, hlds, ci 十 1 ve, O01)) 
一 IO， ds) = Ds, 
f Ds, 1, C1, O02) 
=g(9C, ds), U81, C1, C2)) 
=g(%, hlds, Uw1, C1, C2)) 
=9(, di) 一 站 4， 
Bi(u, Wi, Wa, Ls, ) 


=Bi(wmi, Ta, V8, 9 (Ci 1), 9 (, Qs)) 
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=g{(%, 21.875" 7%.111.13*) 


一 9 ds), 
测 
glu, TSo， SYa, Sea)) 一 9(U，05) ， 
改 得 : 
Lmit1, wotl, mst1) 一 硬 一 21.32 55072113 
一 中 .3m .geso7ms1 10 i co 0) 
而 
hlds, I(w1, C1, Os)) 
一 六 (Pd Lmi+1, va, O1)), Tw1, O1, Ca)) 
=hh(p(di, Twitl1, veal, £3)), 
Vwit1, wa, O01)), Vwi, C1, O32)), 
又 . 


di = 22.8%..B".7%.11, 
把 这 些 佰 代 和 后, 记 ; 的 表达 式 为 Blt1, ca oa Lvw1, 0Q1, 03)， 
…) , 荐 得 7 的 定义 式 为 : 
Lm1, Wa, C3) =0, 当 wizszs 一 0 时 ， 
Vwi 二 +1, val1, wat1) =B (v1, Wa, Wa, L (Wi1, C1, C2), 
Lgl1, wa, O10), LRitl1, val, wa))., 
7 的 定义 式 为 参数 变异 三 重 递归 式 , 故而 可 化 归 为 原始 递归 式 及 
湛 计 ;又 g(w, 94) 与 h(4, 5) 亦 可 由 原始 递归 式 及 迭 置 而 定义 ， 但 
fw ti, va 28) 二 9 (WLW, da 308))， 故 知 了 亦 可 化 归 . 故 得 : 
定理 3 能 让 套 多 重 递 归 式 可 化 归 为 原始 递归 式 及 迭 冒 ， 
(三 ) 强 冉 套 多 重 递归 式 
这 里 将 证 明 , 任何 强 婚 套 多 重 递 归 式 均 可 化 归 , 使 得 只 合 一 层 
嵌 套 ( 即 至 多 只 有 了 (f…), 而 不 再 含有 ff (fF…))); 其 次 , 在 下 
节 再 谣 明 , 即使 只 有 一 重 强风 套 , 但 一 般 裔 来 ,不 能 化 归 为 原始 递 
妇 式 及 兴 置 ， 由 后 面 这 个 结果 个 得 到 一 个 具体 的 例子 : 非 原始 递 
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归 王 数 的 例子 . 
这 里 先 讨论 如 何 化 归 为 一 重 戏 套 . 
识 有 一 个 蝇 嵌 套 % 重 递归 式 ( 就 %=4 讨论) 如 I 下 : 
fu, v1, Va, Ta, Wa) =0， 当 wtyrava=0 时, 
fC vit+1, val1, wsdl1, wat+1) 
=B(f, Be, Bs, *…, Bs)., 
第 二 式 是 就: 右 端 使 用 了 了 及 s 个 醒 数 关系 : Bl,，…，Bs, 其 嫩 构 
可 以 说 是 非常 复杂 的 ， 这 里 暂时 不 必 明 显 写 出 (这 里 因为 时 论 剖 
嵌 套 , 所 以 画 数 情 与 0 不必 区 别 了 )， 还 可 假定 各 BB 的 变 元 个 数 
是 一 样 的 , 设 共 有 +4 个 变 元 : 
B= B, (82, La, Ws, Va, V1 Va, Uh) 


念 前 , 先 定 义 一 画 数 g (4 ti, 2，%3 ,24) : 


9 (%, v1, Ta, D3, ta) 一 0， 当 wizoratva 一 0 时 ， 
9 (00 01 十 二 ， 23 十 十 ， za 二 1， 24 十 二) 
v, 当 epo (24 十 二 ) =0 时 ， 


Bi (21, os oa epi (V4t+1), 9(%, Wit1, vot1, 73 十 工 ， 
epza (wa1)), …, 9(8, Wil1, vat1, wst1, 
epari(%s 二 1)))， 当 epo(os 十 1 一 时 他 一 1 ， 8)， 

9(D ti, Us, Us, UUs)), 当 epo (wa 十 1) =s 十 1 时， 

g (Di, ti+1, re, Us, IDD)， 当 epotes 十 1 一 8 十 2 时， 

g(Ui, tit+1, oa 十 1 wa 1) ， 当 epo(as 十 1) =8+3 时， 

0， 当 epo (wa 十 1) 之 8s 十 和 时， 


Ui=9(u, w+1, zal1, wal1, epi (wa++1)), 
Us=9(%, Wit1, wat1, wal1, epa (ts++1)), 
Us=9(%, tit+1, wot+1, vst1, eps(%41)), 
Us=9(u, vit+1, vot1, vsti1, eps (t4t1)). 
又, 这 里 1w) 为 一 任意 画 数 ,但 在 下 面 将 要 选择 (ee) , 使 得 
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gu, ti, Wo, ta, (2 ) =f Hi, ta, Wy, Di), 
明白 这 个 日 的 之 后 , 则 上 述 定 义 的 用 意 便 很 显然 了 .， 
注意 : 这 里 不 能 作 要 求 : 
9 (Ww, Vi 十 1, wa 十 i， wa 十 I， wa 十 4) 
=09(U], ti1+1, sal1, vat1, Lva)). 
因为 无 法 保障 Lz4) 过 24， 如 果 加 入 这 个 要 求 , 9 的 定义 式 便 不 能 
是 多 重 递归 式 了 ， 
由 这 定义 , 朗 得 (用 U6 记 9g(%, wi 十 1, ze 十 1， v3 十 1, 0)): 
vw=g(u, wit+l1, wet1, vst1, 1), 
Bi (v1, La, V3, Ws, Us, *, UG,) 
= 9(%, Vit+l, atl, tat+1, 21.3% PE Pg:... PE), 
ylUo,, V1, Uo,, Uc,, VU,)) 
一 9 (UV，01 十 09 十 1，08 十 251+18050701T4) ， 
yg {Uo,, vit1, v2, Uo,, (UL,)) 
=g(w, pil1, watI1, Wal1, 25+230%70%110) ， 
yg(Uo,, Vil1, wat+1, va, LUo,)) 
=g(w, £1+1, vst1, vst1, 2:1330%110), 
这 由 .上 面 的 定义 式 可 以 知道 ， 
再 设法 定义 及 (a, 5), 使 得 
glg(u, ti1+1, vat1, vat+1, &), til1, sal1, vat+1, 5) 
—g(w, vi+l1, vatl1, vst+1, ha, 5)). 
因为 
g(g(wW, Tit+1, vol1, watl1, 8), vil1, vat1, %s+1, 0) 
=0=g(w%, si1+1, wa++1, vs+1, 0), 


h(a, 0) 一 0. 
其 次 , 仿 上 项 可 知 ,应 有 : 
h(a, 0 十 十 ) 
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a, 当 epo (Dp 十 1) =- 0 叫 ， 
2 Bm07D, Phereped +h), Pl em +3 
当 epo(6 十 1) 一 ?时 他 = 2,…, 8)， 
23+1, BC0, eb+D)) » Bro, cmd+D)) TM opalb+D)) ,10 pd) 
一 当 epo(5 十 1) =s 十 1 时， 
D8+2, Bh(a, ep(b+D)) Tha, ep b+1) 二 了 HG ep 二 了) ， 
当 epo(5 十 1) =s-F2 时 ， 
2s+3 .3i(o etD) 11M pd) WM epo (b+1) =s+3 时 ， 
0， 当 epo(D 于 二 之 8 十 4 时 
这 是 有 (a, 5) 的 囊 值 单 重 递归 式 , 对 这 样 的 h(a, 5) 说 来 ,有 : 
g (gu mit1, watl, msl, 0), tl1, vat-1, vs-1, b) 
=g{u, w+1, wail1, rs+1, h(a, 5)), 
上 面 的 12) 是 一 任意 画 数 , 妇 不 管 1w) 如 何 定 义 ， .上 面 所 议 
的 性 质 均 成 并 ,现在 再 设法 定义 1%) , 使 得 
fu, Wi, Pa, Fs, 4) = Iu, V1, Wa, V3, LR)). (*) 
因为 
fu, wi, Wa, ta, 0) =0=—=g(u, v1, Ta, Ta, 0), 


故 应 有 
1(0) =0. 


其 次 , 当 zzzsrs 一 0 时, 恒 有 
gu, ti, Va, a, L184)) =0=f, Vi, Wa, Wa, Was), 

故 可 只 讨论 9 4, 旭 十 4， go 十 1 Vs 十 4 ,Vz 十 1))， 应 有 : 
glu, mili, Kat1, wat1, twat1))=B(f, Bo, Bs, :…, Bo). 
依 归 稍 假 认 ， 对 变 元 (81 十 1， zs 十 1 ,ws 十 1 ,my 十 1) 以 前 的 变 元 说 
求 , (9) 式 成 立 ,但 各 BB 中 各 的 变 元 必 均 在 变 元 (wt1 了 1, ws 十 1， 
Vs 十 1, wa 十 1) 之 前 ， 因 此 可 把 其 中 的 了 改 为 相应 的 g， 然后 再 仿 
前 述 办 法 ,由 内 而 外 地 逐步 化 为 9, 最 后 必 有 一 式 开 使 得 

Bitf, Bs, Ba, '…, Bs) ~—g(u, mit+i, wat+1, wast+1, M). 

于 是 得 定义 : 
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人 =0, | 
twatl)=M. 
如 把 型 详 和 和 写 出 , 可 知 上 式 为 1 的 囊 值 单 重 递归 式 , 它 可 化 归 为 
原始 递归 式 及 洋 什 . 
由 上 可 见 ,由 任意 多 层 庶 套 递归 式 而 定义 的 户 可 借助 于 9、 克 
及 的 达 名 而 定义 之 ; hb 及 1 的 定义 趟 都 是 串 值 单 重 递归 式 , 可 化 
归 为 原始 递归 式 及 泛 贰 ;只 有 4 的 定义 式 仍 是 谋 套 多 重 递 归 式 , 因 
为 ( 见 第 177 页 )g 的 第 二 递归 式 ( 即 有 关 
9 (u, V1 二 +1, vai, ws 十 1， wa 十 1) 
的 递归 式 ) 共 右 端 含有 
一 9AVa 0 Ua, Us, LU4)) 
等 等 ,而 U4、Us、Us、 Us 本身 又 是 9(w,…), 这 里 便 出 现 了 嵌 套 . 
不 过 只 是 ' 一 " 层 " 嵌 套 . 这样, 我们 的 目的 便 达 到 了 : 
定理 4 任意 多 层 的 嵌 套 ,可 化 归 为 一 层 的 嵌 套 ， 换言之， 髓 
套印 重 递归 式 ( 以 m = 和 为 例 ) 可 化 归 为 迭 慎 及 下 形 的 (一 层 ) 嵌 套 
递归 式 (U1、Us、Us、 D4 及 了 昂 前 ) : 
人 Ww1, Va, Wa, Wa) 一 0， 当 2a9ata0s 一 0 时 ， 
gu, So Sta, Sx, Sra) 
= Bu, v1 va, Ws, Wa, 9(U1, wi, Ua, Us, LUs)), 
g(Ui, ti+1, va, Us, 1(Us)), 
g (U1, vil1, val1, we, LOU)), 
g (Uz, ti 二 1, vatl1, ws 1, wa)). 


习 是 
1. 用 多 重 递 归 式 定义 下 列 醒 数 : 


(1) m:n; 
mn! 


(2) (® )=Cm, 各 nm ni 
(3) ct, 4a( 让 ,有 即 由 (0),…, a(m) 中 任 取 1m 个 所 作 贰 积 之 和 ; 
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(4) nn 阶 行列 式 ,其 元 来 均 为 自然 数 ( 暂 时 允许 使 用 通常 碱 法 ); 
(5) Sm 这 里 Sn,m 为 : 当 将 s(xw+1) C442) (s+n1) 吉成 多 项 式 
时 各 的 系数 , 朗 81m 满足 关系 式 f(z 十 (Lt (sD)= 们 ， Sn, mo 
(6) Ti,m;y 这 里 Th m 是 :将 vw' 形 为 
Tm 一 02 一 1 一 玖 十 二 
的 线性 粕 合 时 z0" 的 系数 ,部 Ti,m 满足 如 下 关 桑 式 
2 一 >) 了 nt 。 


fC0, m=1, 
We 0)=tm+1, 
fmt+1, 四 十 了 一 ay mn) ef m+1, m). 
求 fC2, ?9)、f03, 9)、f 了 (4, DD、f(5,5) 庄 值 . 


2. 设 


3. 把 
| 0) 一 4 十 1， 
D fw) 
flw, 7+1) 2 站 的 “之 fC, 2) 
改 用 多 重 弟 归 式 定义 . 
4. 把 


fC0, n, +)=A(n, 7), 
fm+1, 0,7+)=/(m, 1, ?+), 
fmt1, nt+1, 7) 
= 11 max(f(m+1, n,¢), fm, 人) 
中 的 算 子 消去 ， 另 用 新 的 不 合算 于 的 递归 式 来 定义 ， 
5. 把 下 列 递归 式 会 着 为 一 个 递归 式 , 其 中 4、B、C、D、 了 已 知 : 
f(0, 9)=A(a), 
fntl, a)=gn, BOn, a, fn, &) +1, a)), 
gn, 0, o) =00n, 0), 
gn r+1, a)=hn, 7r, 9 7, 4), a), 
hn, rr, 0, 04) =D(n, 7, 0), 
hln, r, s+1i, 9) 一 下 (WU r, s+1, 4, hwy, +, s, 0)), 


8 5 非 原 始 获 内 面 数 之 一 例 
本 区 将 话 明 ,即使 只 是 一 层 强 诺 套 ,一 般 说 来 , 却 不 能 够 化 为 
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没有 霸 套 的 沸 归 式 ; 亦 即 不 能 化 归 为 原始 递归 式 及 迭 租 ， 为 此 ,下 
面 米 证 明 : 有 一 些 用 强 做 仍 二 重 递归 式 所 定义 的 画 数 ， 不 可 能 是 
原始 递归 加 数 . 
这 个 例 汪 普 先 由 W. Ackermann 作出 (他 第 一 个 找 出 非 原始 

递归 画 数 的 例子 ): 

fu, 0, n) =%t+n, 

We 5 十 1，0) =N(m1) 十 we N?(m=-1), 

fu m1, ntl1)=fn, m, fu mil1, n)), 
这 里 用 到 三 元 图 数 .， 后 来 Peter 把 宅 改 进 , 只 用 二 元 画 数 (不 再 用 
参数 四 : 


flm+1, 0) =f(m, 1), 
fmtl1, nt1)=f(m, Fm+1, 1)), 
(Peter 的 原 定 义 是 : f(0, n) 一 2n 十 1， 这 里 的 是 多 BR. Robinson 
改 简 了 的 ,如 把 第 二 式 右 端 改 为 %, 便 是 第 二 章 $6 的 pm 人 4, %)). 
为 证 明 这 个 画 数 不 是 原始 递归 画 数 ， 先 来 探讨 关于 这 个 画 数 
的 性 质 . 
引 理 1 /mm >>m， 部 : f (m, nn) >nt1. 
证明 贷 基 : 当 思 一 0 时 本 断言 成 立 . 
归 生 : 今 吞 论 情 形 勾 二 1、 再 用 归 类 法 诈 明 (可 以 叫做 小 归 
炳 ) , 
小 贷 基 : 当 %=0 时 有 
fmt+1, 0) =f(m, 1)>1-+1>0+1. 
小 归 菏 : ”对 于 情形 nn 十 1 说 求 ， 
fmt+1, nt+1)=fm, fmt+l, n)) 
>f (m+1, n)+1 (由 大 归纳 假设 ) 
之 (mn 十 1) 十 1 (由 小 归 箔 假设 )， 


je %) 一 如 十 二 ， 
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故 小 归纳 步 甩 得 证 ， 依 数学 归 炳 法 ， 大 归 黄 步 琶 得 证 . 再 由 
数学 归纳 法 ,本 引 理 得 证 ， 

引 理 2 fm, n 十 1) > 0), 即 当 m 固定 时 ， f(m, mw) 是 
% 的 严格 增 画 数 . 

证明 当 %w=0 时 , (0, 1) ==n 二 1 是 % 的 严格 增 画 数 . 

裔 m0, 它 可 写成 m+1 形 ,由 引 理 1 得 

fimt1, n+i1)=f(m, fmt+1, n))>f mt+1, %). 
所 以 fm 十 1, ww) 也 是 区 的 严格 二 两 数 ， 引 理 得 证 . 

推 芥 “” 当 oo > 和 ,mi2 册 时，7 让 ol m1) >f Om, 1). 

有 了 这 些 引 理 后 , 便 可 以 证明 了 lm, n) 不 是 原始 递 妇 两 数 了 . 

定理 1 任 欠 一 个 原始 递归 尔 数 ga zz,，…, Lr). 设 命 
w=max (wy， v2,"…, wr) , 央 恒 可 找 出 一 数 %, 使 得 

9 {81, a, 7, Dr) Fm, Y). 

证 明 ”我 们 知道 ,任意 一 个 原始 递归 本 数 , 均 可 再 本 原画 数 及 
bg NEw (一 全 [V2]9) 出 发 ， 丢 过 有 限 次 的 兴 证 及 无 参 
数 弱 原始 复 迭 式 而 作成 . 

如 果 9 为 本 原画 数 或 开始 丽 数 , 则 m 可 如 下 找 出 : 

Tm (Wi os Vn) Eo EULU+1= 了 (0, %), 
Oz1, 7, Wr) =0<1Eu+1=f00, w), 
Sz=%t+1=f(0, ¢) <f(1, 2), 
vy Emax (ys, 9) 一 UV<U 十 [一 0，20) ， 
NEr<1<uti+1=f(0, wv <， . 
如 果 g 由 迭 置 作成 , 即 发 
1 一 (Bo wr), Ba (Ti, br) ), 
而 
4(ai pv， oz) <f mo, MAX (G1, ***, An)), 
BO 7 Hr) Fm W) C=1, 2, 1…, 1), 
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苦命 秽 二 max (mo, ?m1，…， Mma) ， 则 | 
g (m1 7 Wr) Sf (mmo, max(f (mi, WW, f ms, W))) 
二 ( 搞 , 了 ( 议 , Ww)) 
<f( 和 v,， ff( 袍 十 1], wv)) 
二 (充填 1, ww 十 1) 
< 之 f( 祝 十 2, ww). 
故 可 取 max mo, m4 …， 1m) 十 2 为 所 求 之 他。 
如 果 9 由 无 参数 能 复 友 式 作 丰 , 序 发 
人 人 一 0， 
gw%+1) = Byg(s), 
而 有 mi 使 得 BB(w) <f (mm, 2) .全 证 可 取 吧 一 十 1， 即 有 
go)< Fa 二 TI，w) . (*) 
偶 基 :;” 当 4 一 0 时 显然 成 立 ,这 是 因为 0(0)=0<f(mi 十 1,0). 
归 身 :” 斌 讨论 情形 % 十 1， 居 
9g (t+1)= Bg(%) <f (mi, 9 (2)) 
<Ff mi, fm tl1, 2)) ( 归 稍 假设 ) 
=f (mit+l, w+1), 
故 归 炳 步 又 得 证 ， 依 数学 归纳 法 , (*) 式 永 跨 . 故 可 取 oa 十 1 为 相 
应 于 y(o) 的 m. 
烷 以 上 讨论 ,可 知 定 理 1 成立 . 
定理 2 f(m, n) 不 可 能 是 原始 递归 丽 数 ， 亦 即 ， 用 以 定义 
flm，m) 的 强 庶 套 二 重 递归 式 不 可 能 化 归 为 原始 递归 式 及 达 置 . 
证 明 如果 f(m, m) 为 原始 递归 画 数 ,应 可 找 出 一 数 mo, 使 
得 : 
flm, ®) fmo, max(m, n)). 
取 m 二 nn 二 mo， 即 得 : f (mmo, m90) 过 f(rmm0, mo) ， 从 这 了 矛盾 类 
梁 即 知 定理 成 立 ， 


$6 递归 式 与 数学 归 灿 法 185 


习 题 
1， 试 言 芥 Péter 所 定义 的 fm, 2)， 计 算 
fd, nn) fC2, mF, n), fF(4, 4), 
2.， 试 对 Ackermann 所 定义 的 了 4, mm%) 而 计算 
fw, 0, nm), flu, 1, nm), fu, 2,n)、 fC3, 3, 3). 
3. 在 Péter 所 定义 的 fm, nm) 中 ,如 果 作 下 列 更 改 , 精 果 将 如 何 ? 
(1) fF(0, %) =%; (2) f(0, 1) =2n. 


S$ 6 全 归 式 与 数学 归 扎 法 
本 章 的 最 后 , 将 谈 一 谈 递 归 式 与 数学 归 狗 法 的 关系 ， 
递归 式 与 数学 归 生 法 之 问 是 有 很 密切 关系 的 . 几乎 可 以 襄 : 
每 有 一 种 递归 式 , 便 有 一 种 数学 归 秽 法 ;反之 , 每 有 一 种 数学 归纳 
法 , 便 有 一 种 递归 式 . 因为 , “归纳 假 设 " 实 际 上 上 便 相 当 于 出 现在 右 
端的 待定 画 数 的 前 行 值 ， 前 行 值 可 有 种 种 不 同 的 面貌 ;同样 , 归 秩 
假发 亦 有 种 种 不 同 的 形式 . 我 们 弃 可 以 根据 前 行 值 的 面貌 而 区 别 
不 同 的 递 归 式 ， 同 样 也 可 以 根据 归 稍 假设 的 不 同形 式 而 区 别 不 同 
的 数学 归 稍 法 . 例如 : 
简单 妇 币 法 对 应 于 诛 始 递归 式 ， 
强 归 精 法 对 应 于 串 值 诛 始 递归 式 ， 
卷 变 归 业 法 对 应 于 参数 变异 递归 式 . 
与 二 重 递 妇 式 相应 的 是 下 询 的 数学 归纳 法 : 如 果 (1)4(a, 0) 鞭 ， 
(2) 由 4(i, nm) 对 一 切 t 鞭 推出 400, n+1) 时 , (3) 由 4, m) 对 
一 切 t 自 及 4A(a, mn 十 1) 鞭 而 推出 4(a+1, mw 十 1) 算 ; 那 未 便 可 以 
证 明 4(e, n) 永 里 了 .这 与 二 重 归 和 纳 法 的 类 似 是 很 明显 的 ， 
在 递归 式 中 ,有 这 样 的 一 般 递 归 式 , 它 的 “前 行 值 霸 不 以 变 元 
之 大 小 为 序 , 却 用 别 的 一 种 规定 . 当然 , 在 数学 归 稍 法 中 , 目 然 也 
可 以 “创造 "相应 的 归 业 法 . 奇怪 的 是 ， 数 学 史上 恰巧 很 自然 地 出 
现下 列 的 数学 归纳 法 《可 吓 做 首 推 归 细 法 ) 
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如 果 由 4 (n 十 1) 其 可 推 得 4(n) 里, 又 如 果 4(m) 对 无 穷 个 % 
为 中; 则 可 证 明 4(n) 永 鞭 . 

这 种 妇 黄 法 与 ( 某 种 特殊 的 ) 一 般 递 归 式 相应 (读者 可 自 证 之 ). 

在 递归 算术 中 可 以 证 明 : 利用 原始 递归 式 所 定义 画 数 的 唯一 
性 可 以 推出 简单 归 烛 原理 ;反之 ,利用 简单 归 灿 原理 也 可 以 推出 原 
始 递归 式 所 定义 画 数 的 唯一 性 . 对 别 种 递归 式 及 别 种 归 簿 法 当然 
也 有 类 似 关系 .这样 ,就 难怪 递归 式 与 归 业 原理 那么 一 一 对 应 了 . 

在 归 园 证明 中 , 合 介 铬 过 拆 必 法 ,部 在 旋 4(w) 时 ,往往 先 把 其 
中 的 多 拆 裂 成 两 部 分 ,成 为 (n,n) ;把 一 部 分 % 改 成 和 得 Bln,w)， 
然后 对 % 或 w 归纳 .证 明 后 再 合 %=n 朗 得 竺 果 ， 在 递归 式 中 , 亦 
常 利 用 拆 有 法 . 例如 , 答 定 义 已 耳 (z, 引 , 最 好 先 定 义 马 下 (v, )， 
然后 合 v=4 而 得 (否则 递归 式 将 难于 作出 ) .其 他 例子 还 很 多 ,性 
少 宜 多 加 体会 ， 

在 遗 归 画 数论 中 ,递归 式 与 理 状 式 的 关系 也 是 很 密切 的 .我 们 
已 多 看 见 ,加 限 原始 递归 式 与 受 限 求 逆 式 之 问 的 密切 关系 ,而 一 般 
递归 式 与 不 受 限 的 草 状 式 关 系 更 密切 ( 见 第 五 章 咕 ), 摹 状 式 是 求 最 
小 根 ,因此 幕 状 式 便 与 在 证 明 方 面 所 谓 最 小 根 原 理 相 应 ,后 者 是 说 : 

如 4(n) 非 永 假 ,上 则 在 使 4(m) 贯 的 %% 中 必 有 最 小 者 . 

这 在 数理 还 辑 或 递归 算术 中 都 极 易 诈 明 : 利用 数学 归 生 原理 可 以 
推出 最 小 根 原理 ; 反之 ， 利 用 最 小 根 原 理 亦 可 以 推出 数学 归 灿 原 
理 . 两 者 力量 是 等 价 的 .在 推演 方面 两 者 证 然 关系 如 此 密切 ， 则 
在 丽 数 的 定义 方面 ,递归 式 与 摹 状 式 关系 之 密切 也 就 不 足 怪 了 ， 


习 是 
就 把 逆 推 归 炳 法 与 某 种 一 般 递 归 式 的 关系 进行 详 稻 的 计 诅 . 
” 心 址 最 小 根 原理 与 数学 归 炳 原理 可 以 互相 推出 . 
3， 截 举 出 若干 个 这 样 的 画 数 的 例子 :对 它 本 身 不 能 直接 用 递归 式 定义 ; 
但 拆 到 后 却 能 直接 用 递归 式 定义 ， 


fb 一 
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S 1 一 般 癌 归 男 数 与 原始 弄 归 夯 数 

定义 ”由 本 原画 数 出 发 ， 罗 过 有 限 欢 迁 蔷 与 一 般 递归 式 所 作 
成 的 画 数 吓 做 一 般 递 归 画 数 ， 如 果 再 加 入 4 ，…， 4 作为 开始 画 
数 , 则 所 得 的 画 数 吗 做 一 般 递归 于 41,…, 4, 的 画 数 . 

这 里 所 调 一 般 递归 式 (参数 可 有 多 个 ,这 里 只 写 出 一 个 参数 ) 
是 指 : 由 已 知 画 数 4(w) 、.B(w, z, y) 及 归宿 于 0 的 画 数 g(w, 2) 而 
进出 的 具 下 性 质 的 新 团 数 f (w, %): 

| flu, 0)=A(W, 
flu, Sr) = Blu, 0 fu, IC Sm))). 
至 于 “归宿 于 0 的 画 数 ”, 则 指 具 下 列 性 质 的 任 一 丙 数 gtw, x?): 对 
任何 2, 恒 有 m, 使 
,tr 9 (wu, t) (=g9% (%)) =0, 
具 这 样 性 质 的 最 小 的 mm, 叫做 9 在 2 处 的 归宿 步 又 . 

因为 一 般 递归 式 与 原始 递归 式 (形式 上 ) 相差 极 微 , 所 以 先 计 
论 一 般 递归 画 数 与 原始 递归 画 数 的 关系 . 

定理 “一般 递归 画 数 集 包 含 原始 递归 画 数 集 为 其 叶子 集 . 

授 明 ”两 画 数 集 同 从 本 原画 数 出 发 , 同 尤 许 使 用 迭 贸 ,因此 只 
斋 证 明 原 始 北 归 式 为 一 般 递 归 式 的 特例 便 成 了 .、 

上 先 定义 Dy: | D0=0, 

DSz=Ia(%, DOSw). 
(Ow 为 归 窒 于 0 的 画 数 ,归宿 步 具 为 1). 再 取 9 为 D(D 为 归宿 于 
0 的 面 数 , 归宿 步 又 为 +) 便 得 原始 递归 式 ， 故 后 者 为 一 般 递归 式 
的 特例 ， 所 以 ,原始 递归 画 数 集 显 然 为 一 般 递归 男 数 集 的 子 集 . 
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欲 证 原始 递归 夯 数 集 为 一 般 递归 夯 数 集 的 鞭子 集 ， 只 须 指 出 
下 列 夯 数 为 一 般 递 归 画 数 ( 由 上 已 知 宅 非 原 始 递 归 画 数 ) : 
f (0, 中 =n+1, 
fmt+1,0) =f (m, 1), 
fomt+1, nt+1)=f(m, fm+1, n)). 
要 用 一 般 递 归 式 定义 它 , 须 先 介 稻 下 烈 藉 写 : 
吾 m% 表 ?的 最 大 质 因子 足 码 ; 
II Pere», 当 Hn>2 时 ; 
a (Wn) -| i Hn 
i， 当 Hn 志 1 了 时, 
注音: cm) 实 即 从 中 删 去 最 后 两 个 质 因数 方 宕 的 结果 ,如 : 
设 % 一 24.85.45， 则 2(n) 一 24， 
又 ,将 如 Sz 一 1、 匡 Sx、 卫 Sz 十 1 分 别 简 号 为 (一 1)\(0) 及 (十 了 ). 
今 定 义 h(w) 如 下 : 


(0) =0, 
h(a(Sw). Pestl), 3 HSs#A0, Hepcwer=1 时 ; 
h(al(Sr) Peosyss*1 Pe) ， 
当 HHSzw 址 0， 有 epc_wSw 宇 2, 但 epooz = 工时 ; 
hlSr) = 


hla (Se) Peo Py Pe ， 
当 HSw#¥0, Hep._yS2>2, epe5% 这 2 时 ; 
epoSs 1, 当 此 外 情形 时 ， 
先 谣 : (1) hla(Sw) PE) PE®) 一 petSo PC ) 
锡 基 : ”m=0 时 , 左 =hla (Sz) PUL) 一 右 . 
归 精 : ”讨论 情形 m 十 1, 大 假设 为 : 情形 mm 对 任何 匈 均 成 立 ， 
小 贰 基 : m==0 时 ， 
不 =h(a(Se) PESPl,) =h(e (Se) Pp,) =h(a(Se) Pe 
= 右 ( 依 大 归 狗 假 改 ). 
小 归纳 : ”讨论 情形 %w 十 1 .小 假设 为 :情形 m% 十 1 对 % 成 立 ， 
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左 一 jc(Sz) PE PE) =h (a (Sz) PE PY? PE,)) 


一 Ze (Sw) Pe, Po At ) (小 归 和 假发) 
一 OO) 人) (大 归 灿 假发) 


=h(a (8%) Put nr), 
故 依 归 籼 法 ,断言 (1) 得 证 . 
(2) fm, 1) =h 2 3"). 


证 明 右 = 有 (2Sm,35") =h(2s7mm) (由 上 断 早 ) 
=f (m, (由 有 的 定义 式 ) 
容易 和 看见, h(x) 的 定义 可 写成 下 形 : 
A(0) = 


h(Sz) =—B(r, h(gSer)). 
而 9 为 适当 的 归宿 于 0 的 画 数 (读者 就 自作 之 ) ,因此 jz) 可 用 一 
般 递归 式 定义 (其 中 只 用 到 初等 画 数 ) , 弃 定 义 了 有 (%) , 则 (m,n) 
序 可 利用 迭 幢 及 初等 画 数 而 定义 了 , 故 知 (m,n) 为 一 般 递 归 西 
” 数 , 从 而 便 知 原始 递归 集 为 一 般 递 归 画 数 集 的 臣子 集 . 定理 得 诞 ， 
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1， 斌 将 正文 中 Ne) 的 定义 式 写成 一 般 递归 式 ， 

2. 斌 让 下列 醒 数 为 归宿 于 0 的 阔 数 ， 如 可 能 者 则 井 求 其 归宿 步 耿 dz) 
(可 任 找 一 粗 配 对 范 数 ). 特别 地 , 求 在 pg (z, 0) 处 的 归宿 步 局 . 


1 _f PoEKe, 4Lx+5), 当 Lg< (Km) 时， 
人 7 四 =| pg(Kw 2, (Loe)? Ko), Le> (Ko) 时 ; 
2 pg (Kw, 23), 当 Zz<28z 时; 
(2 oo) =| po (Ree 1, (Ke? Le), YG Le>2re 时 ; 
3) g(r) -| po (Kw, Lx-1), 当 Kw 为 奇数 且 Pz 和 0 时 ， 
人 9 aog(FEe 1 CL) ， 此 外 ; 
ng (Kr, 4La2), 当 Lz < 二 247 时 ， 
(4) 9 -| PICEE :1, Kx?), 当 TD>2n7 上 村 ; 
(5) | g(0)=0, 
gn 1) =minf (Kn, "Spg (Kn, Lnt 1); 
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(6) g(t) = Eow (或 Lax、 Lg Law) 。 


8 2 一 虎 吉 归 式 的 化 归 
我 们 先 证 下 列 定 理 , 宪 为 上 节 计 论 的 进一步 深入 . 
定理 1 一 般 递归 式 Te 与 { 诛 始 递 归 式 reo ，， 归宿 
步 腾 式 stp } 可 以 互相 表示 . 朗 彼 此 具 同 等 力量 . 
证 明 由 上 节 的 讨论 ,原始 递归 式 可 用 一 般 递 归 式 表示 , stp 
显然 为 一 般 递 归 式 特例 , 故 一 般 递 归 式 息 不 弱 于 后 两 算 子 的 合并 ， 
有 反之, 识 用 -一 般 递 归 式 定义 图 数 如 下 : 
| flu, 0) = A(W, 
flu, Sw) = Blu, f (u, gu, s+1))), 
而 9 为 归宿 于 0 的 面 数 ,其 归宿 步 台 为 d(u, 2) (=stpg(w, 力 ). 
今 证 为 原始 递归 于 4、3、9、4 的 画 数 , 即 (借助 于 wy 后 ) 一 
般 递 归 式 可 用 原始 递归 式 及 归宿 步 又 式 表示 . 
就 定义 (下 文 把 g 及 d 中 的 参数 % 略 而 不 写 ) 
{ DL, 0 0 0) 一 4(0， 
pu, vy, vw, 在 十 二 ) 一 局 (0 人 (0 一 上 (0 和， 四 )) 
可 证 : 当 h<d(w) 时 , IO) 一 DG Ate), 0， 人， 
显然 , z=0 时 (这 时 <d(z) =400) =0，, 故 必 为 0) 等 式 成 
立 . 当 z%#0 时 ,可 用 归 精 法 来 证 明 ， 
贷 基 : 4=0 时 , 左 撕 =f (wu, 0) = .400 = 右 端 . 
归 秩 :” 当 ww*0 时 , 因 9 9%1D(w) 恒 0, 故 得 
fu, gE+D) (z) ) 
一 有 QI) 一 fly, 9 人))) 
一 CO 0) 一 二 00 dz2) ， 2,£)) (BN 人 假设 ) 
一 六 (9d(2)，2， 8 十 二 ) ， 
因而 , 依 数 学 归 物 法 ,本 断言 得 证 . 
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分 =d(%), 即 得 

fu, 2) =—plu, A(%), w, dz)). 
显然 了 是 原始 递归 于 4、B、g 的 商 数 , 故 了 便 原 始 递归 于 4、B、 
9 及 do) (一 s 志 9(w, 尹 ), 从 而 定理 得 证 . 

利 几 这 分 千 果 ,我 个 可 对 一 般 递 归 式 作 极 大 的 化 归 . 

定理 2 借助 于 画 数 “十 y、wNy 及 任 一 租 配 对 画 数 后 , 容许 
套数 的 一 般 递 归 式 可 用 无 参数 的 归宿 步 又 式 表 示 ， 

证 明 由 上 上 定理 及 第 四 章 定 理 知 道 ， 如 果 可 证 容许 参数 的 归 
宿 步 马 式 及 无 参数 的 强 复 淡 式 可 化 归 为 无 参数 的 归宿 步 鼎 式 ， 本 
定理 便 得 证 了 . 

设 利用 无 参数 强 复 兴 式 由 了 (x) 而 造 六 (ww) (篇 记 为 4), 今 可 
改 用 下 法 造 出 . 命 
pO(LE2w)fHLEoXSL®), 3 Kw=0 BH Lr<LKY 时 , 
pl LE) (LE®)O, 当 Kw=0 且 Le>LEKw 时 , 
pLESr) (LEKo)SLe),S Kw#0 HL+<LKY 时 , 
0， 当 此 外 情形 时 . 

如 命 B 表 示 pgs0nw0, 诸 洪 即 可 依次 求 得 : g"(B) = 2080n4n， 
01( DB) 一 pg ”1m4A0,g"1(B) 一 pg 1mn4i, 最 后 得 9g“(B)=0, 部 
stp9 (2) 一 % 十 2 十 4， 故 扬 (w) 一 4 一 stp g(%) 一 (n+2)， 即 无 参数 
的 强 复 达 式 可 用 无 参数 的 归 玉 步 肢 式 来 表示 . 
对 容许 参数 的 归宿 步 又 式 遂 来 , 改 欲 求 stp 9 (4 四 .就 命 
9 (2) —pg 00 Ks), Lr) Nig (Le, Kz), 


902) = 


显然 有 
(0) —p9 (go Kw, Loe) Ng KY. 
一 般 ， 
(2) =p9 (9 Ke, Lo) 人 29 天 0 
因此 , 只 要 把 到 对 画 数 改 得 无 雳 灶 号 , 那 末 便 显 有 : 
(2) 一 0 当 且 仅 当 久 - 开 3 一 0， 
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由 于 对 每 个 如 及 %, 永 有 m, 使 (2)=0. 故 知 8 必 为 归宿 于 0 
的 夯 数 , 且 由 上 烈 关 系 还 易 知 道 : 

stp 9 Cu, 2) 和 SB $0) ” 
由 此 站 知 ,容许 参数 的 归宿 步 又 式 可 用 无 参数 的 归 帘 步 县 式 卖 示 . 
于 是 定理 得 证 . 

像 原 始 递 归 式 那样 , 对 一 般 递 归 式 也 有 种 种 特例 ， 如 无 参数 
一 般 递 归 式 、 强 一 般 复 洪 式 、 弱 一 般 复兴 式 、 归宿 步 难 式 等 我们 
答 出 相应 定理 如 下 : 

定理 3 一 般 递归 夯 数 可 以 用 下 法 组 成 : 由 本 原 丽 数 出 发 , 释 
过 有 限 次 迭 置 及 无 参数 的 一 般 递 归 式 而 作成 : 

{7 (%, 0) =%, 
f lu, Sr) =Bls, flu, gl(2+1))). 

凸 明 ”由 这 个 递归 式 可 作出 Dz( 一 sw 一 1) 已 在 前 面 讲 过 了 ,有 
了 Ds 便 可 以 得 到 无 参数 原始 递归 式 . 但 从 本 原画 数 出 发 , 经 过 
兴 慎 及 无 参数 原始 递归 式 可 以 作出 一 切 原始 递归 式 ， 无 参数 的 归 
宿 步 马 式 当 然 是 无 参数 一 般 递 归 式 的 特例 ， 因 此 (有 参数 ) 原始 i 
归 式 及 归宿 步 乃 式 均 可 作出 了 ， 由 定理 2, 便 可 得 出 一 般 递 归 式 ， 
从 而 亦 得 出 一 切 一 般 递 归 画 数 . 

定理 4 一 般 递 归 画 数 亦 可 用 下 法 粗 成 : 由 本 原画 数 、 Ds 及 
下 列 丽 数 | 


(上 NE， (2) NIB, (3) Nov， 
(4) Vig, (8) NToc， (6) N32Lg 
之 一 出 发 ， 钴 过 有 限 次 迷 置 及 不 容许 参数 的 强 一 般 复 兴 式 而 
作成 ， . 
证 明 有 了 2xz 后 ,由 强 一 般 复 泛 式 可 得 强 诛 始 复 迭 式 . 在 第 
四 章 已 就 明 ， 由 这 六 个 两 数 之 一 及 无 参数 的 强 原始 复 迭 式 可 以 作 
出 -一 切 原 始 递归 画 数 ， 根 据 定理 2, 于 是 本 定理 得 证 . 
定理 5 一 般 递 归 画 数 亦 可 用 下 法 租 成 : 由 本 原画 数 、Dz 及 
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下 列 九 得 丽 数 
(CH) wy, Bor, (里 2) w+y, Lat, 
(Hi 8) £+y, Lay, 
(CD ey NB, (C2) wy, NN, 
( 乙 8) sy, NLoz, (CT 4) vy, NL, 


(6) vy, Nhow, (ZZ 6) wy, NLoy 

之 一 出 发 , 勾 过 有 限 次 沁 仍 及 无 参数 的 弱 一 般 复 兴 式 而 作成 . 

证 明 有 了 Dz 后 ,由 器 一 般 复 近 式 即 可 作出 原始 复述 式 , 以 
后 的 证 明 仿 定理 4 

定理 6 一 般 递归 夯 数 亦 可 用 如 下 方法 而 组 成 , 序 由 Y 十 从 
2 一 ZN Eu 出 发 ,经过 有 限 欢 逝 秆 及 无 参数 的 归宿 步 恺 式 而 
作成 . 

证 明 有 了 这 四 个 画 数 后 , 利用 迭 置 序 可 作出 定理 2 中 所 列 
大 个 画 数 . 再 由 定理 2 即 容易 证 得 . 

注意 : 所 列 四 个 开始 画 数 无 疑 是 可 以 大 大 季 化 的 ， 但 到 底 访 
作 人 怎样 简化 呢 ? 这 问题 很 有 趣味 ,但 人 租 未 有 人 加 以 研究 . 


习 题 
1.， 如果 在 定理 3, 4 中 把 开始 画 数 Dx 删 去 , 能 否 由 强 (器 ) 一 般 复 渤 式 
把 它 作 出 ? 就 研究 之 . 
2. 斌 证 : 借助 于 一 元 获 数 及 民 L, 1) 进 蜀 后 , 有 * 算 子 stp* 可 用 算 子 stp 
表示 , 故 从 一 元 函数 开始 ,利用 stp 及 (I, 1) 淡 置 可 作出 一 元 一 般 递 归 珊 数 集 . 
3， 容许 内 数 的 一 般 递 归 式 亦 可 村 接 用 无 参数 的 一 般 递 归 式 表示 如 下 : 
忠 | Go 0 一 全 (0， 
fu, St) = BO, 2, fu gu ST)), 
h(0)= 4(0), 
ACLS®Y), 当 KSz==0 时 ， 
| en 万 (To Kr, ACLr)), BG RSL+A0, gLE, SEO 一 0 时 ， 
BlL2, 天 Di PP(8S2))， 当 天 Szog(DT，9Ko) 关 0 时, 
这 里 zco) 如 定理 3 处 所 定义 求证: 
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j(Z) 一 (ZLz Kv) 或 f(u, 4) =h(pg(s, WD ). 


$ 3 一 般 英 归 式 的 加 强 
正如 原始 递归 式 那 样 ,也 有 种 种 表面 上 加 强 的 一 般 递 归 式 ; 今 
就 较 重要 的 儿 种 讨论 如 下 . 
(一 ) 利用 以 任 一 自然 数 为 归宿 的 夯 数 
发 /如 下 定义 (mo 任意 和 葵 定 ) ; 
人 Wo) = A(W), 
fu, WW=Bu, n, fu 9, n))) 天 ro 时 )， 
其 中 g 归宿 于 ro, 即 任 答 mn 天 no, 恒 有 mr, 使 9*(m) 一 0. 当 mo 关 0 
时 可 定义 8(n) 如 下 (下 面 把 参数 v 省 略 不 写 ): 
50 =0， $not+1)=0, 
FC+1)=g(8) 二 1 《〈 当 2 关 wno 时 )， 
显然 , 当 g'(n) 一 mw 时 ,有 
Fm) = n+1)) = (gn) +1) 
一 从 (0029) 十 二 一 … 一 Co 十 1 =0. 
故 # 在 An 处 的 归宿 步 又 比 9 在 ”2 处 的 多 1. 今 再 定义 户 如 下 : 
| hlwu, 0) =0, 
Alw), 当 兄 一 0o 时 ， 
Me nt) =| pe BC, nf ga 
这 时 将 有 
hu, n+1)=B, n, Rv, g(n) +1)) 
=B(u, n, Aw, nt+1))). 
显然 ,可 合并 写成 : 
hu, nti1)=B(, nt1, hu, 9 (n+1))). 
这 是 一 般 递 归 式 , 并 且 宅 只 使 用 归宿 于 0 的 9. 定义 后 ， 
利用 
fu, n) =h(u, nt+1), 
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郎 可 定义 户 这 样 便 化 归于 使 用 归宿 于 0 的 丽 数 的 情形 了 ， 

(二 ) 使 用 有 多 个 归宿 的 函数 

完全 同上 法 ,可 化 归 为 使 用 归宿 于 0 的 画 数 的 递归 式 . 

所 谓 有 多 个 归宿 的 画 数 g, 指 的 是 : 对 任何 z, 恒 有 mm, 使 得 
go (8) 为 ai er 雍 值 之 一 。 具 这 性 质 的 最 小 的 m 亦 称 为 9 在 儿 
处 的 归宿 步 怠 . 

设 fw, w) 如 下 定义 : 


{7 01) = A (WO (si<7) ， 
fy, 的 一 站 (0 09)) (2 天 Cn) 
今 可 定义 了 如下: 


F000) =f0+1)=0 (<iern), 
Fz+1)=g9(8)+1 (Lz 时). 
然后 , 优 前 寻 论 即 得 , 今 不 次 述 ， 
此 外 ,还 有 种 种 推广 : 
(三 ) 联 立 一 般 递归 式 
如 各 责 数 的 9 均一 致 , 则 极 易 化 归 . 如 各 五 数 用 不 同 的 归宿 
泵 数 , 旧 化 归 较 难 . 一 般 训 来 , 它 未 必定 义 一 般 递归 画 数 . 
(四 ) 串 值 一 般 递 归 式 
这 时 右 回 出 更 了 (wg'(Sz)), 这 极 易 化 归 . 读者 可 自己 做 出 . 
(五 ) 参数 变异 乃至 医 套 的 一 般 递 归 式 
例如 下 式 便 是 参数 变异 的 ; 
(7 0) = 一 4(0) ， 
fu, Soz) = 有 Go w, f (wlu, w), g(r))). 
如 果 9 与 入 无关 , 则 仍 可 仿 原 始 弟 归 式 处 那样 化 归 ， 但 如 果 g 与 
wv 有 关 , 则 所 须 计算 的 各 f 值 将 为 : 
flwlu, 1), gu, 2)), 
fl(w(wlu, wv), 9 C4, 2)), 9 (WY, 2), gs 2))) ,ee 
这 里 出 现 的 是 gw(w, 2), 9(w, 2)) 而 非 9(w, 9 (vw, 2)), 因此, 邵 
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使 g(w, x) 对 2 为 归宿 夯 数 , 也 不 保证 本 递归 式 几 为 一 般 递 归 式 
( 即 必 外 处 有 定义 ). 事实 上 ,即使 是 一 般 递归 式 ,也 颇 难 化 归 . 
(六 ) 多 相 一 般 递 归 式 
在 一 般 递 归 式 中 如 使 用 多 个 归宿 画 数 ， 便 吓 做 多 相 一 般 递 归 
式 ， 例 如 (91、 93 均 为 归宿 画 数 ): 
人 0) =A(n), 
flu, Sr) 一 有 GO f (u, gst), f (u, gao)) 
按 这 个 递归 式 而 计算 f 时 , 将 须 继 秆 计算 下 列 各 了 值 (把 参数 略 
而 不 写 ) : 
flgi8%), f (ga8%) ， 
f (gidT), f (91928%), f(g2910%), f (gES) , +. 
显然 ,这 里 无 法 保证 : 当 91、9s 配合 使 用 时 , 各 9 值 仍然 归宿 于 0， 
故 上 递归 式 亦 未 必 是 一 般 递 归 式 ， 至 于 gi1、 gs 须 满足 什么 条 件 才 
保证 上 式 为 一 般 递 归 式 ,党 仿 也 无 人 研究 ， 
多 相 递 归 式 也 可 推广 到 联 立 、 串 值 、 瑚 数 变异 、 骨 套 等 等 ， 这 
些 都 是 难于 化 归 的 ,在 此 也 就 不 和 述 了 . 


习 题 
斌 求 由 下 列 递 归 式 所 定义 的 事 数 : 
1 | fu, x, 0)=%,) 
| fu x, 1 十 二 一 三 2 十 十 _ TI A, 27)) 
(其 中 4 w) 为 已 知 ) ， 
2 flu, x, 0) 一 0 
1 了 (Cu x n+1)=f 0, w+1, ACu, r+1)), 
fx, 0)=1, 
fz, y+1) = Ll ACs, s), 
l gu+1, 0, y) =Y, 
hw)=g Cf 8, 9), fF, y+1), Y). 
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fu 2 十 2) 十 1， 当 %w+1 非 入 的 方 窒 时 ， 
B(wW, 当 4w+1 为 w 的 方 知 时 ， 
求 1(2, 5) ,试问 对 一 般 4 是 否 可 以 求 用 Fas 2)? 
5. 设 g 为 归宿 于 m 的 范 数 , 今 定义 
$9(0) =g(%0), 
g(10) 一 9(0) . 


| fu 0)=%, 
4，, 
f Cu, Sm) =| 


此 外 ， 


0， 当 g(n) 二 m0 时 ， 
?0s 当 g6%) 一 0 时 . 
求证 归宿 于 0, 其 归宿 步 属 与 9 归宿 于 mo 的 步 屋 同 . 
6. 设 了 定义 如 下 : 
FJ 0)=AC0), 
fu 1)=BA, n, fA 9(N))), nNo 时 . 


9(n), 当 gCn) 二 0， m0 时 ， 
gm) 一 


今 利 用 上 题 的 8 而 定义 产 如 下 ; 
Fu, 0)=A(W), 
Fw, Sn) -| BC, Sm, 700 FCSm))), 当 S#m 时 ， 


Bn, 0, f (Wu F051))),， 当 Sn—no 时 . 


fw 10)， 当 % 二 0 时 ， 
fu;0)， 当 %=;w 时 . 
7， 间 下 列 的 画 数 归宿 于 什么 ? 
(1) g(r)—=BESst+NEY, 
又 ,将 盏 换 为 La、 Lo、 La; 
(2) gw) =ESw+ NBs, 
又, 和 将 Bi 换 为 La, Da、 a. 
8. 将 联 立 , 串 值 一 般 递归 式 化 归 为 一 般 递 归 式 ， | 
9. 对 贿 数 变异 ,多 相 力 至 般 套 一 般 递 归 式 ,只 要 它们 定义 的 事 数 是 处 处 
有 定义 的 ,能 不 能 把 它们 化 归 为 一 般 递 归 式 ? 


§ 4 一般 北 归 式 与 超 穷 沸 轨 式 
如 把 整个 自然 数 集 当 作 依 自然 数 的 大 小 而 排列 的 集 ， 便 得 一 


fu, 1), 当 % 才 0, no 时 ， 
了 (et 各) 一 
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个 有 次 序 的 集 . 其 序 型 记 为 @. 

又, 把 一 次 及 一 次 以 下 的 多 项 式 (以 自然 数 为 系数 ) 作 如 下 的 
排列 : 问 数 小 的 在 前 ;次数 入 同 的 , 旭 高 次 项 的 系数 小 者 在 前 , 屠 林 
亦 得 一 个 有 次 序 的 集 ,其 序 型 为 吧 

3—<6—<<9—<1:%+2—<2%—<28+4—<30—<… 

同 法 ,一 切 二 次 及 二 次 以 下 的 多 项 式 排列 起 来 租 成 ”型 的 有 
序 集 ,到 次 以 下 多 项 式 组 成 一 个 oo 后 型 的 多 项 式 ， 而 全 体 多 项 式 
租 成 一 个 o" 型 的 有 序 集 ,在 这 集中 例如 有 

9-<2z 十 8 一 2 一 504 二 30 一 < 人 00 一 

这 里 只 是 限于 次 数 为 自然 数 的 多 项 式 . 如 果 尤 许 “ 次 数 ” 本 身 

亦 可 为 多 项 式 ,而 把 它们 同 法 排 起 来 , 则 得 一 个 有 序 集 ,其 序 型 为 


wo” ， 通 常 记 为 8。 
”和 集合 论 中 还 讨论 那些 比 8 型 更 高 型 的 有 序 集 , 但 这 种 集 极 难 
于 想象 ,这 里 暂 止 于 此 了 . 
对 于 二 元 矢量 (m, ww) 的 集合, 如 果 依 字典 次 序 而 排序 ， 则 这 
矢量 集 恰巧 租 成 w? 型 的 有 序 集 ， 因 为 极 易 作对 应 : 
(Mm, 1W) < 一 > mw 十 多 。 
这 对 应 是 保持 次 序 的 ,后 者 既 租 成 o? 型 集 , 前 者 亦 然 . 
同 理 , 对 于 % 元 矢量 集 , 如 末 依 字典 次 序 而 排序 , 显然 粗 成 一 
个 w" 型 的 有 序 集 . 
不 仅 多 元 矢量 集 如 此 ， 其 至 于 可 把 自然 数 集 排 成 各 种 各 样 序 
型 的 集 , 只 须 把 大 小 次 序 适 当 定 义 便 成 . 
例如 , 要 把 自然 数 集 排 成 we 型 集 , 可 先 取 一 一 对 应 的 配对 图 
数 租 29、 尺 、 工 , 把 每 一 自然 数 % 均 和 上 元 矢量 (L, LK，,…， 
LK*?，K*1) 相对 应 , 这 显然 是 一 一 对 应 的 .后 者 既 可 ( 依 字典 
次 序 ) 排 成 7 型 ,一 一 对 应 过 去 ,自然 数 集 也 可 排 成 w” 型 了 ， 
要 排 成 oo" 型 ,可 采用 如 下 方法 : m<ma 当 且 仅 当 epomw 二 epors， 
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或 者 有 上 上 使 epini 一 epioe G 志 tt 时 ) 而 ep <eprriyzs. 这 样 的 
集 显 然 可 和 以 自然 数 为 系数 的 多 项 式 作出 保持 次 序 的 一 一 对 应 ， 
帮 它 显然 租 成 or 型 集 . 

继 粮 下 去 , 可 以 排 成 a ,… ,wm” 型 集 ; 再 继续 下 去 ， 便 可 得 
ow 型 集 ;再 继 精 下 去 , 便 得 6 型 集 了 (当然 , 实际 做 时 是 十 分 困难 
的 ,目前 向 未 找到 简单 的 作法 ) 

凡 这 里 的 各 种 序 型 的 集 都 叫做 良 序 集 ， 良 序 集 的 特征 性 质 
是 : 良 序 集 的 每 一 个 非 空子 集 均 有 一 个 开 首 元 素 ( 朗 最 前 的 元 素 ) ， 


由 此 还 可 推 得 : 
如 果 各 mi 均 为 其 月 序 集 的 元 素 , 且 or 必 在 @ 之 前 , 则 {Qj 
只 能 包含 有 限 个 元 素 . 


由 于 这 个 特点 ,显然 可 得 下 列车 果 : 
如 果 对 某 一 良 序 集 说 来 ， 只 要 w 非 该 集 的 开始 元 素 c, 9 (oO) 
就 永 在 # 之 前 , 则 对 于 每 个 z， 必 有 一 数 qz) , 使 得 g*”(w) 一 0， 
因而 9(e) 必 是 归宿 于 5 的 函数. 
定义 ” 设 5 为 一 a 型 的 良 序 集 ,其 开 首 元 素 为 6, 又 设 
zx*C 时 , 9(w) 一 w (一 <” 是 在 5 中 的 “小 于 关系 )， 
则 递归 式 (9 亦 依 瑚 于 参数 , 今 略 而 不 写 ) 
{ hla ,0 0)=A(G1,', 0), 
h(a ,0r, T) 
=B(a@, ,Gr, 2 hag, ,Gr 92))) (2 关 c 时 )， 
叶 做 超 穷 递归 式 , 更 明确 些 ,可 称 之 为 4 型 超 穷 递归 式 ， 
试 举 一 例 如 下 .在 前 述 的 把 自然 数 集 排 成 w2? 型 的 良 序 集中 ， 
其 次 序 关 系 可 如 下 定义 : 
因 
wb 对 应 于 (La, Ka). (Lb, KD), 


Qa 一 < 音 指 : 
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{ 或 To 一 ZLD， 
或 La=L0 但 天 CC< 开 0 
因此 , 璧 如 说 ,如 选 到 2g(0, 0) =0, 再 定义 
g(a) -{ Pg9 (Kw, Lz 一 1)， 当 某 某 情形 时 ， 

pg(Eoz 1, 4(o))， 此 外 ， 
其 中 4(z) 可 任意 指定 。 则 显然 有 94%) 一 <%, 从 而 9(%) 必 是 归 笨 
于 0 (上 良 序 集 的 开 首 元 素 ) 的 画 数 . 

根据 这 里 的 讨论 可 以 看 到 , 超 匆 递归 式 为 一 般 递 归 式 的 特例 . 
但 反 过 来 , 亦 可 看 到 :一 般 递 归 式 亦 是 超 穷 递归 式 的 一 种 , 的确, 守 
是 上 型 超 穷 递归 式 的 一 种 . 这 可 如 下 来 理解 ; 

设 9(z) 为 一 个 有 归宿 的 画 数 , 而 且 归 宿 于 wo; 今 把 自然 数 集 
如 下 排序 : 

ao 为 开 首 元 素 (在 一 切 元 素 之 前 ). 

以 后 的 每 一 步 又 均 如 下 作出 : 设 ni 为 未 全 排 次 序 的 自然 数 中 
最 小 的 一 个 , 令 依 

re, Om), 9 hw), 9? 0) ，… 
一 直到 (mm) 出 现 于 已 排序 的 日 然 数 中 为 止 ;这 一 定 存在 ,因为 
无 答 如 何 , 必 有 大 使 (6) 一 ao, 而 @ 为 已 排序 者 ， 找到 具 这 性 质 
的 最 小 不 后 ， 便 可 如 下 排序 : 
mg gm) < <g (me) —<n, 

以 后 又 如 此 做 下 去 ,这 样 便 把 一 切 自然 数 都 排序 了 . 

显然 ,这 个 排序 是 w 型 的 ,而 且 在 这 排序 之 下 有 9 (一 < ( 当 
2 非 开 首 元 素 时 ) ， 因 得 

定理 “一般 递归 式 可 用 o 型 超 穷 递归 式 表示 .从 而 , 对 任意 
序数 a 说 来 , a 型 超 穷 递归 式 恒 可 化 归 为 o 型 超 穷 递归 式 . 

不 过 ,这 个 排序 的 特征 两 数 却 不 是 原始 递归 于 g 的 两 数 ,其 至 
于 不 是 多 重 递 归于 yg 的 画 数 . 机 看 出 这 点 ,可 引 和 大 下列 出 数 : 

q (¥) = rti (giri(K) -wp BD NKtmax max Ng'™(u)), 


WIDEt V8) 
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则 显然 有 : 在 上 述 排序 中 , 2 一 <y 当 且 仅 当 
| 或 者 Ko9(%) <Kg(y); 
或 者 开 9 (oO) 一 KJ， 但 Pr) > . 

如 把 它 的 特征 汞 数 表 出 将 会 用 到 画 数 dtz) 的 , 而 dlw) 由 归宿 步 
台式 定义 ， 故 它 只 能 是 一 般 递 归于 g 的 画 数 而 非 原始 递归 于 9 的 
两 数 . 

如 果 尤 许 把 一 个 数 排 在 多 处 , 划 容 易 排出 另外 一 个 排序 , 仍 有 
9 (n 十 1) 一 <n 十 1, 且 该 排序 的 特征 画 数 为 原始 递归 于 g 的 画 数 .但 
“一 数 排 在 多 处 ”显然 是 不 能 容许 的 ,这 点 必须 避 弗 . 

但 是 ,如 改 用 另外 一 个 归宿 画 数 9g, 宅 的 妇 宿 步 脱 与 g 的 归宿 
步 也 有 密切 的 关系 ,使 得 由 stp 9 可 以 求 出 stp g, 因此 该 新 画 数 完 
全 可 代替 旧 画 数 9 ,而 对 应 于 新 画 数 的 排序 却 是 很 简单 的 排序 (其 
特征 丽 数 非常 简单 ,只 原始 递归 于 9)， 

新 画 数 的 定义 是 : 

92) 一 Ng (下 0 Le)) 十 max Ng (%))pg (Ks, LS%), 


《下 面 并 用 口 表 示 (w-pg (Ks ,Lr)) + max NWg'(w) ) 显然 有 (ad (%w) 


指 9 在 »$ 处 的 归宿 步 马 ): 
U (w) =0 当 且 仅 当 sz 呈 pg (全 力 形 而 <4( 引 . 
因此 ,显然 又 有 : 
当 2z 非 了 (we) 的 雳 点 时 (这 时 或 者 不 呈 pg (i 7 形 , 或 者 
虽 圣 py(%, 站 形 但 J 关 2 的 ) ， 必 2) 一 0; 
当 2 为 JJ(o) 的 堵 点 时 ,从 而 z 呈 pg bi, 力 形 ,7J<d 人 ， 必 
有 gz) =pg (2 7+1). 
今 把 UU(%) 的 雾 点 以 及 呈 2g (4 人 ) 形 的 数 都 标 出 , 并 称 为 特殊 
点 (因此 ,特殊 点 必 呈 2g (i, 力 形 ,而 jd 人 人)， 把 特殊 点 (在 自然 
数 的 次 序 中 ) 及 直接 四 随 它 之 后 的 〈 不 被 别 的 特殊 点 隔 开 的 ) 那些 
数 合 在 一 起 组 成 一 段 ， 如 果 特 殊 点 为 c, 旭 v 与 直接 跟随 在 4 之 
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后 的 数 所 租 成 的 一 段 叫 做 [a 段 ]。 如 果 0 非特 殊 点 , 我 们 把 在 一 
切 特 殊 点 以 前 的 数 粗 成 一 段 呈 做 [0 段 ]， 
令 作 一 排序 如 下 : 
(1) [0 段 ] 环 [wg (0, d0)) 段 ] 环 [pg (00, 400) 一 二 段 1 一 <… 
一 [pg (0, 0) 段 ] 一 … <<[pg CG dl)) 段 ] 
一 <[p9 C40@) 一 1 了) 段 ] 一 … 一 <[p9G, 0) 段 ] 
—<[pgG+t1, 4 十 1) 自 ] 一 < ; 
(2) 在 同 段 中 则 依 大 小 排序 ， 
可 以 证 明 下 列 事 实 : 

第 一 , 这 是 号 型 的 排序 ， 由 于 把 各 非特 殊 点 与 在 它 前 面 的 特 
殊 点 租 成 一 段 , 故 每 数 均 蕉 排 人 , 即 任 丙 数 必 有 先后 .其 次 , 这 显 
然 是 吕 于 的 排序 . 

第 二 ,在 这 排序 中 必 有 9(n 十 1) 一 <nw 十 1 因为 , 设 2z 非 吕 的 
零点 , 则 ie) =0，, 而 0 在 最 前 ; 设 2 为 0 的 鞍点 , 央 2 基 p90, 站 
形 ，j<d0), 故 2 为 特殊 点 ,这 时 9(w) 一 pg(b,j+1。 由 于 
7 十 1 志 d( 引 ， 故 9(w) 亦 为 特殊 点 。 田 排序 知 fo) -到 0. 

第 三 ,这 个 排序 的 特征 夯 数 为 原始 递归 于 9 的 画 数 . 斌 命 

Hz—rta((w**pg (Kw, Le) + (max NI KEZ)) Ni) ， 


则 显然 Hz 即 是 4 之 前 的 最 大 特殊 点 ,因此 显然 2 在 [Hz 段 ] 中 . 
根据 上 烈 的 排序 , 显然 有 : 
wy 当 且 仅 当 
或 者 Hz Hy, 而 KHr<KHy; 
或 者 Hw*# Hy, KHx~KHy, 介 Liv>LHy; 
或 者 Hzx= Hy, 而 %<y. 
郎 , 2 一 <y 当 且 仅 当 x、y 在 不 同 段 中 , 而 z 所 在 的 段 在 9 所 在 的 
段 之 前 ;或 者 x、y 在 同 段 中 而 %<y. 
显然 ,这 个 特征 画 数 是 原始 递归 于 yg 的 . 
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第 四 ,我 们 还 有 
dv) —stp gt) =, stp, 9(). 
因为 9 在 P9(w, 1) 处 复 沈 时 所 得 各 和 值 依次 为 pg(%, 1) , pg (72,2)， 
… ,pg (zt,，qd(%)), 0, 其 归宿 步 马 恰 为 4(w). 
这 样 ,我 们 所 作 的 要 求全 部 实现 了 . 


习 题 
1. 对 于 $1 所作 的 递归 式 , 如 寺 作 超 劣 递归 式 , 盎 是 什么 型 的 ? 武 仿 本 
闻 方 法 将 共 变 元 排序 成 “型 . 
2. 8 3 所 诗 论 过 的 各 种 递 妇 式 , 如 作为 超 和 穷 递 归 式 , 则 是 什么 型 的 ? 
3. 就 作 一 个 只 对 一 个 变 元 递归 的 递归 式 但 却 是 型 的 . 


S 5 萎 状 式 与 一 般 清 妇 式 
在 能 久 与 一 般 递 归 疼 数 互 相 表 示 的 算 子 中 ,以 位 状 式 (包括 求 
逆 式 ) 最 为 重要 .从 本 节 起 将 尽 姑 讨 论 莫 状 式 ,并 证 朋 它 与 一 般 第 
归 式 可 互相 表示 . 
定理 1 借助 于 zy 及 eq(z, 9 , 受 限 幕 状 式 及 初 基 算 子 可 
用 摹 状 式 表 示 ， 
靶 明 显然 有 : 
rti f (2) —rti [f (w) Coeq (%, 1)]. 
min N® f (2) = Nf (rti f (8)). 
定理 2 设 由 fle, y) 利用 摹 状 式 而 构 芒 9 (9): 
9(W) = riif lr, 9). 
如 果 g() 三 B8() ,上 则 9g 为 受 限 摹 状 于 fv, y) 及 人) 的 画 数 . 
证 明 因 
9(W) = Thi fl, y), 
由 此 可 昂 , 当 利用 莫 状 式 而 造 新 半数 时 ， 如 有 归 每 灾 所 得 的 新 半数 均 


204 第 五 章 “” 一 般 递 归 夯 数 
受 界 于 已 知 本 数 , 则 莫 状 式 根本 可 用 受 限 摹 状 式 代 替 ， 因 此 ,要 能 
够 造 出 非 受 限 幕 状 式 所 能 迁 的 夯 数 ， 必 须 是 用 摹 状 式 所 造 的 画 数 
不 被 已 知 夯 数 所 界 . 因此 , 表面 看 来 , 摹 状 式 及 受 限 摹 状 式 的 差 
异 只 有 一 点 点 ,但 是 两 者 的 力量 却 相差 极 大 , 摹 状 式 攀 不 能 用 受 限 
幕 状 式 来 表示 . 
定理 3 借助 于 初 基 丁 数 ”4、| 人] 后 ,一般 递 归 式 可 用 天 
状 式 及 尘 仁 来 表示 ， 
裔 明 借助 于 4 一 y 后 ,一 般 递 归 式 饶 可 用 原始 递归 式 及 归宿 
步 肥 式 表示 , 故 只 须 旗 明 后 两 者 可 用 摹 状 式 来 表示 便 成 了 ， 
发 用 原始 递归 式 而 定义 画 数 了 如 下 : 
{ flu, 0) =A(W, 
flu, Sr) =Blu, o,f (u, 2)). 
出 题 珊 及 定理 工 可 知 ,一 切 初 基 画 数 均 可 作出 ,再 由 初等 商 数 
处 的 讨论 可 知 , 若 取 蕉 初 基 的 tm, 并 命 
Gu, t, wW) =—=eq (tm(0, w), Alw)) 
中 eq (到 rt Neq (tm(+1, ww), Blu, i, tm (i, w)))), 
(注意 : G9 (uw t， 四 可 表 成 初 基 夯 数 ) 再 合 
2o 一 If Gly, t, 220) ， 
则 有 
Jo 及 =ttieq(y, tm(#, wo)) 
二 109 (y, tm(¢, rti, G(u, t, w))) 
故 原始 递 归 式 可 用 摹 状 式 而 表示 。， 在 特例 , 如 有 Po) , 必 可 用 莫 
状 式 而 作出 fv) 的 复 迭 式 : 
f° (%). 
设 有 图 数 g(x) , 利用 归宿 步 孚 式 而 作出 4(%) =stp g(t) ， 今 
先 利 用 莫 状 式 由 g(e) 人 而 造 io)， 然 后 再 由 摹 状 式 而 造 @) 
一 ri gi(w)， 故 归宿 步骤 式 亦 可 用 芥 状 式 来 表示 ， 定 理 得 旗 . 
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定理 4 借助 于 两 数 x--y、wNy 后 ， 摹 状 式 可 用 容许 参数 的 
stp 表示 , 从 而 可 用 一 般 递归 式 示 示 ， 
证 明 容易 验 放 (可 有 多 个 参数 ， 这 里 只 写 出 一 个 ): 
min N2F (wv, 2)=D stp {ST NF (u, Doe)N (vw-—Sn)}--—n, 
改 有 摹 状 式 : 有 (WwW) =z 作 已 (wu 六 , 今 先 利 用 min 及 丽 数 wNy 
而 造 gw, wm) 如 下 : 
gu, Ww) = SR N? min NF (u, 2). 
由 gw, mV) 的 定义 显 昂 ( 坑 把 了 (ww, zw) 的 最 小 4 迁 点 记 为 7): 
(um) {0 当 ”% 委 7 时 ， 
0， 当 m>r 时. 
故 对 任何 ”% 如 果 ”>7， 则 9 在 % 处 的 归宿 步 马 为 1 ( 因 g (wu, 由 
二 0) ; 如 果 msr， 则 必 有 
Fn) ni 当 n+ieSr 时 . 


故 
gn) 二 十 二 7 一 由 一 站 和. 


从 而 
gu, mn) =ghu, Br) 一 0， 


郎 g 在 %* 处 的 归宿 步 巍 为 7 十 1 一 w， 合 并 这 两 结果 , 可 知 : 无 葵 
S57 或 否 , 恒 有 
stp g lu, 及 一 SGSr 一 站。 
故 
stp glu, t) =Sr7 =—8f (w). 

所 以 . 
f Cu) =—rti Plu, t) =D stp gu, ). 
换言之 , ?tt 可 用 {stp} 表示 . 

弃 然 stp 为 一 般 递归 式 的 特例 ， 可 昂 草 状 式 亦 可 由 一 般 递 归 
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由 定理 3 和 定理 4, 又 得 

定理 5 借助 于 sy 及 | | 后, 一般 递归 式 可 用 容许 参数 的 
stp 表示 . 

注意 : 要 想 直 接 证 明定 理 5 是 比较 困难 的 . 

弃 然 幕 状 式 与 求 逆 式 可 互相 表示 ， 故 以 上 的 嫩 果 对 求 道 式 亦 
适用 , 即 以 上 各 定理 中 的 “ 莫 状 式 ” 改 为 “ 求 道 式 后 仍 是 正确 的 . 

定理 6 借助 于 xNy、eq(w, y) 以 及 配对 函数 类 后 , 容许 参数 
的 iny 可 用 无 参数 的 iny 表示 .如 放弃 必须 使 用 正常 蔡 状 式 的 要 
求 , 基 容 许 贿 数 的 uny 也 可 用 无 参数 的 unv 表示 . 

诈 明 如 用 4 表示 SKz.Neq(f(LEKz, Lz), K2%) N eq (2, 
pg (Kz, Lz)) ， 则 仿 第 三 章 的 讨 芥 可 知 ， 如 果 inyy y) 为 正常 ， 
则 inv4 亦 为 正常 ;但 如 果 uny f(y) 为 正常 ， unv 4 却 未 必 正 
党 mw 一 0 时 无 定义 , m 关 0 时 其 有 定义 ) 。 此 外 和 并 有 : 

inv f(t, y) -Liny 4; unv f(t, y=L unv A 
(这 里 的 8 表 Spg (w, )), 故 定理 得 证 . 
令 问 :无 参数 的 、 正 常 的 unv, 其 力量 又 如 何 ? 
设 已 知 了 (zw), 由 耳 (w) 定义 GD)、 忆 人) 如 下 : 
G2) -1 了 (2) 十 1， 当 了 五 (w) 取 新 值 时 ， 
0， 当 耶 (%) 取 旧 值 时 ; 
GQ(2w+1)=0. | 
显然 ， 
Go) 一 Ntrs(e, 2). (了 [$1+1) (min Na(F(o%) 
FNs+ Nz). 
He= NGQ (2) (2G(W 1) + NG (8m) .2S NH (G1). 


显然 , 当 名 (zw) 天 0 时 互 z 一 2G 0) 一 1 而 在 Go) =0 处 , 左 佳 则 
依次 十 以 0， 2， 4， 6, 机 
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荐 日 ， 如 果 斑 在 加 处 第 一 次 让 z, 央 G 和 在 2to 处 到 xz 十 1 (HH 
只 在 此 处 ), 吾 在 265 处 取 2z 十 1 (也 只 在 此 处 ).， 故 当 五 掏 取 一 
切 什 时 , G3) 对 非 0 值 取 一 次 也 只 取 一 次 , 而 对 0 值 取 无 穷 次 . 
从 而 右 s 对 每 一 值 均 取 一 次 也 只 一 次 . 

因此 ,只 要 对 也) 可 实施 inv, 那 末 对 及 中) 必 可 实施 uny， 
插 有 

inv F(t) = [unvH (£) /21. 

但 在 作 互 信 的 过 程 中 , 除 用 到 minN 外 ,还 用 到 之 N， 因 此 有 : 

定理 了 对 同 为 无 参数 的 情形 , 如 限于 正常 来 道 式 , 则 inv 与 
{ 之 人 N， unv} 可 以 互相 表示 ( 雍 者 自 证 ). 

如 不 限于 正常 求 道 式 , 而 容许 作出 未 必 处 处 有 定义 的 夯 数 , 则 
无 参数 的 unv 与 有 参数 的 unv 可 互相 表示 . 从 而 与 minN 配合 
后 部 可 表示 inv， 但 是 , 当 限 于 正常 求 送 式 时 , 无 参数 的 unv 却 必 
须 与 之 必 配合 地 能 表示 uay， 在 这 里 "正常 性 ”的 要 求 便 起 显 . 
著 的 作用 了 . 


习 题 
1. 就 直接 证 明 : 借助 于 原始 递归 酌 数 后 , 画 数 
f(0, 四 一 wd 


fmtl1, 0)=f(m, 1), 
flm+1, vt)=f tm, fm+t1, w)) 
可 用 蔓 状 式 玫 示 . 
[提示 ; 试想 象 把 计算 jw 名 时 所 用 到 的 一 切 前 行 值 均 找 出 来 ， 并 设 
为 fmis WW) (iS5), 从 而 作出 一 数 wo 二 a Poe， 把 wo 所 应 满足 的 
条 件 列 出 ， 讼 其 条 件 为 4(m, 4, w)， 则 wo 二 ti Am, u, w), Wi flim, W) 
= EPpy Gn, WD) Wo. 
2. 试 把 在 计算 上 题 中 了 (3, 13) 时 所 用 的 各 前 行 了 值 一 一 列 出 ,从 而 把 
wo 写 出 来 ， 
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8， 如 果 一 元 图 数 五 (2%) 对 «严格 递增 ,县 豆 (%) 的 值 域 中 有 %* 及 fw, 2 
的 一 邹 z 零点 , 则 对 于 着 当 的 %， 下 起 成 立 ; 
rtif (wu, %) H(ti (wy HG))). 


4. 如 果 三 元 图 数 旦 (w, oo) 对 5 严格 递增 , 且 其 什 域 中 有 ?及 f(a, 2) 
的 一 切 % 徐 点 , 旧 对 于 送 当 的 m, 下 武 成立 : 
rti f(a, x) =H(u, 2 Tt Ja Hu, v, t))). 


5. 如 果 Jf(z) 严格 递增 , 则 
rta(f (t) -it) =rti(Bt f(r+1)). 


6. 如 果 9(U1) "Ury t) 对 i 严格 递 坛 , 则 
rtiCSf (um, 人 SY)) 
=rta(g (Wh, op try Ta fg Uy)) 
这 里 rta 表示 “最 大 z 零点 ”. 


7. 当 pg(z， 9) 对 /递增 时 , 求 部 
rtif (%, WD=L It KY, LD + (RYy=*s)]. 


8 6 利用 幕 泌 式 以 作 一 般 强 轨 函 数 集 

旗 然 墓 状 式 与 一 般 递归 并 可 互相 表示 ， 故 可 以 只 用 兴 伍 及 昔 
状 式 而 作出 一 般 递归 画 数 集 . 

定理 1 只 须 增加 wy 及 | 和 | 作为 开始 画 数 , 那 示 由 泛 填 及 
容许 参数 的 莫 状 式 即 可 作出 一 般 递 归 夯 数 集 ， 

证 明 ”根据 .上 节 定理 3 不 难得 酬 ， 

注意 : 正 象 “ 初 基 夯 数 集 ” 处 的 计 葵 那样 ， 由 wy 及 近世 即 
可 作出 和 Nw、 wy、%60y 及 eq (w, y), 并 有 

z=z 十 y 当 且 仅 当 (2 下 (Y-+2) Boq (ov, ) =0; 

2 一 "9 当 且 仅 当 

(2®D (zy)) 


a(vomveweea([#] on ], v1) -0 
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设 其 左 端 分 别 计 为 4 及 B, 则 有 
viy=It A; 
w+* y=rtiB. 
因此 , 只 要 尤 许 使 用 容许 参数 的 华 状 式 , 划 开 始 画 数 % 十 y 恒 
可 代 以 oy, 开始 丽 数 oy 但 可 代 以 wy 及 | 多]|. 关 于 这 一 点 ， 
下 文 便 不 再 一 一 注册 了 ， 例 如, 下面 的 定理 2.8 中 的 "十 y 均 可 改 
为 z=-y， 通 常 均 惯 以 2 十 9、2 "9 作为 开始 页 数 , 因此 下 定理 便 值 
得 重视 . 
定理 2 如 添 人 开始 画 数 &+% 2 .yy 及 eq (%, 急 ， 则 由 和 迭 填 
及 容许 参数 的 幕 状 式 朗 可 作出 一 般 递 归 丙 数 集 ， 
丁 明 依照 定理 1, 只 估计 明 可 以 作出 画 数 oy 2 ] 便 够 了 ， 
有 了 %*y 及 eq(%, y) , 即 可 表示 受 限 幕 状 式 : 
TH fu, 2) =It(f (uw, 2) «eq (2, Y)). 


下 面 只 使 用 受 限 莫 状 式 而 定义 wy 及 | 名 |: 
(1) Nw = eq (vt, 2), 
(2) wy— TH eq 人 十 各 十 功 
(8) Ne=1-N2g, 
*(4) wy= (wg) Ny two), 
*(5) [5 | -rt (Se Niy8t-9) , 
这 样 ,定理 便 得 到 了 证明 . 
注意 : 上 比较 一 下 定理 1 和 定理 2 可 以 四 出 ,对 葵 状 式 说 来 ,使 
而 加 法 与 乘法 ,或 使 用 减法 与 除法 , 其 力量 基本 上 是 相同 的 , 不 过 
使 用 加 法 与 乘法 时 须 依 灌 eq (c, y) 的 帮助 . 
椎 论 ”如 果 把 定理 2 中 的 开始 责 数 改 为 % 十 y、w? 及 eq (zx,9)， 
那 未 也 有 同样 的 精 果 ， 
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征明 ”这 时 有 sy—rtioq (w+ ttt, (t+y)’). 


定理 3 任意 添 玉 下 列 一 租 丽 数 , 则 由 迭 轩 及 容许 参数 的 葆 状 
式 即 可 作出 一 般 递 归 画 数 集 : 


(1) w+y, NEY; (2) w-ty, NB; 
(3) w+y, NE; (4) z+y, ND; 
(5) w+y, NE; (6) w+y, NLog. 


征明 ”根据 定理 2, 只 须 证 明 : 从 它们 可 以 作出 2% 十 y、%' gy. 及 
eq (%, 9) 便 够 了 . 

首先 , 依 以 前 的 结果 可 知 ,由 其 中 之 任 一 租 均 可 作出 : 

(1) NE,Se; 

(2) Nz; 

(3) Rew = N?H,S (w+ Saew) 


( 当 zw 为 Ti 数 时 ,此 外 情形 之 值 可 不 管 ). 

其 次 ,依照 Euler 断言 : 不 可 能 有 四 平方 数 租 碟 等 差 故 数 ; 因 
此 即 可 推出 不 可 能 有 四 个 不 同 的 To 数 租 成 等 盖 级 数 ( 如 果 四 个 不 
司 To 数 力 、 ya Ys、 Ya 条 成 等 着 级 数 , 基 8Sa:Y 十 (4-…1)? 便 是 四 
个 不 同 的 平方 数 , 且 粗 成 等 差 籽 数 ) , 故 得 ( 芹 用 4 表 8c) : 

(4) 了 oz 十 qz 一 zf (N2BoSw-t NHBoS (Sw+3aR Swtady 
+6a+8) + NES (Swt+2aRoSwv+2ade 
+6a+8) + NES (Sw-HaRSwt+3asy 
+64++8) + NES (Sw 4a8r 6a +3)) 

{由 于 后 面 四 个 Ts 数 租 成 等 差 笑 数 , 故 其 公差 必 为 0, 即 必 须 
RSw 一 Sz; 又 因 Sw 为 Ts 数 , 故 必 Sw=ToSzx, 即 w=Tot 十 4ar); 
(B) “y= N2ES (To(w 4+y) + Se (十 切 
二 gw 十 (a 十 2)y 十 6 十 2 十 甸 ) 
( 当 w>y 时 ,此 外 情形 可 不 管 其 值 ) ; 
(6) [二 | ti (cSy 一 Sw 十 Sm 一 CSy) 《6 为 固定 数 ) 


C 
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(这 表示 Sw<c Sy 的 最 小 y 根 ) ; 
*(7) ry=| Tt) 7 |; 


Se 


*(8) eq lr, =N (+ ys)). 
2 十 9、4"g、eqd(2 WY) 荆 已 作出 ,定理 于 是 得 证 . 
以 上 是 使 用 容许 参数 的 莫 状 式 的 .如果 加 强 一 些 使 用 容许 参 
数 的 求 道 式 ,由 于 
| 一 iny， (dey+#?) 


《从 而 容易 作出 eg) , 故 上 文中 需 用 eg 为 开始 画 数 的 均 可 取消 . 除 
此 之 外 ,能 否 再 有 别 的 化 简 呢 ?9 对 此 迄今 向 无 人 加 以 研究 . 
如 使 用 无 参数 的 求 庆 式 , 便 将 有 下 述 定 理 . 
定理 4 只 须 境 加 下 烈 两 租 画 数 : 
(1) 2 十 29， 五 oj (2) z+y, Lor 
之 一 作为 开始 落 数 , 那 未 由 泛 置 及 inv 即 可 作出 一 般 递 归 丽 数 集 . 
证 明 ”只 须 永明 , 可 作出 w*Ny、 eq(w, y)、Z+y、NBor (或 
NLow) 及 对 2 递增 的 配对 夯 数 粗 便 成 了 ， 因 为 ,这样 唐 可 作出 容 
许 参 数 的 莫 状 式 , 允 可 由 这 种 摹 状 式 而 作出 一 般 递 归 式 . 
对 (1) 租 说 米 ,可 如 下 作出 : 
“1) w+y; 
(2) Boy; 
人 Td a |einy Bot 
(4) Tw ar=iny Bit; 


(6) wz—y= EolT (w+y) 十 Sa (w+ + G+2)v+ary 
十 a 十 2]， 
( 当 ”>>9 时 , 此 外 情形 可 不 考虑 ) ; 
《6) Tw=iny Et—ay; 


to 


(7) Nz=1— BEB,(Towt+1); 


212 


第 五 之 一 般 递 归 函 数 
(8) Do»=2—N’w; 
(9) rs(w+a, Se)=B,(Se+iny Et); 
to 


(10) | 总 |= 刀 iny [SoaBot+ rs(t+a, Sa)]; 


GD .y= | Tt Te Ty ], 


(12) Rr=| BaD Ee) |+ Na; 
“(18) cq(%, yg) =N?((%—9) + (y—s)); 
*(14) rNy=2w* Ny; 

*(15) 六 娘 ov, 由 (2)、(7) 迭 填 ; 
“(16) pgol%, Y) 一 Too 十 2 +o; 
*(17) Ks =w- TT, Ry; 

*(18) Ls = Rw Ky. 

对 (2) 粗 说 来 ,可 如 下 作 曙 : 
“(1) z+ty; 

(2) Lum; 

(3) Tar =iny Lt; 

(4) Ne=L.(inv LSt): 

(5) oy—T, (7, (98+y) 十 Se(z 十 20) ) 

(z 之 y 时 , 此 外 情形 不 管 其 值 ) ; 

(6) Rr=L(w+Sa(Lw+l)+1); 


(人 2-| | -Tumte); 


十 十 . 
(人 [S| |]); 
(9) z+ y= ES) -LToyte] 
“(14) 同 前 ; 
“(15) NLw, 由 (2) 、( 约 和 迭 慎 ; 


. 
» 
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*(16) ~ (18) 同 前 ， 
于 是 定理 得 证 


习 题 


1. 求 出 下 列 的 递归 夯 数 ， 在 下 列 各 题 中 , 均 可 将 ' 瑟 9 换 为 Lo、 Lo、 Tas 
从 而 得 内 三 粗 新 的 习题 . 
(1) Bailg, (BS)-1, 
从 而 求 出 BCa+ Bals), Ba(z+ Bil), Ea (ut Faw), 
EASEais, Ea(BaS) ly; 
(2) (Bo*Bat+ Lo)-1w， 葵 证 有 : 
Lol Eo Eot+ Lo) Iv= E17; 
(3) (Bo(I+Ro))-1w (人 先 求 Bs 改 为 Li 的 情形 ); 
(4) (Bo(I+2R))-1x 《( 先 求 了, 改 为 的 情形 ); 
(5) CaToRa I) -1; 
(6) (bBo)-1w (研究 b>4 及 b<4 的 情形 ); 
(7) (Bo 二 5) -Ip 又 求 BoBa+BoS) -ls 之 值 ; 
(8) (BN (Laos Ear ba)) iy; 
(9) (BI+b)) -Iw, 又 求 N2B,S(Ea(IT+b)) 1; 
(10) (NE,S) -1s, 又 求 NENES)-INEY; 
《11) (N22S)-1w, 有 又 求 N2E, CN2PS) -1N2E nm; 
(12) (B+ ES+ES+ + Bs) -ly; 
(18) (aBs + Ba(a+ Ei)) -1x. 
2. 间 在 什么 条 件 下 有 (4B)-!w=B-14-1w9 
3. 求证 ;: 
(1) rtu ft, Y=L ay (SEg Nf (Kg, L2)eN (spo(Ks, L2))); 
(2) rti(f (Ks, Lo)+ (Kent) =iny (Kr N(R2 72)) (et0 NH). 


4. 设 了 (zw) 取 值 一 切 数 ( 但 每 值 可 取 多 欢 ) ,就 定义 
fi(%) =rsC%, 2 min Na(fCi) =f (9)) Sf (%), 

fa(®) =N2f1(%) 2Df (0) + NC®) 2 Df) D); 

求 户 (o) 及 fa(2) 的 值 的 规律 ,并 求证 


inv f0) =inv fi 0) =unv 户 (办 
t= i>By 本 2 必 
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5. 求证 : 
(1) 当 了 为 一 元 两 数 时 , 设 用 f° 者 示 pq(fK, 工 )， 其 当 pg 递 雹 时 有 
(1D?= (f°)-1; 又 ,在 证 明 中 需 不 需要 假定 pg 的 一 一 对 应 性 ? 
(2) 当 了 为 一 元 图 数 时 , 设 用 搬 表 pg (7) 7 ， 划 
(f-Do=inv [Na(Kf0n KI) SL] C0); 


VS 


又 ,在 证 明 中 要 不 要 29 从 0 衙 号 起 且 到 、 工 具 平 梯 性 ? 

6， 由 上 题 容易 推 得 :有 * 算 子 in" 可 用 算 子 iny 表 示 . 故 由 适当 的 一 元 
锣 数 开始 ,只 用 iny 及 (1, 思 和 迭 早 部 可 作出 一 元 一 般 递 归 男 数 集 ， 哉 作出 之 

7. 能 和 否 由 有 限 个 开始 国 数 、 和 迭 置 及 rtu 而 作出 一 般 递 归 酌 数 集 ? 为 人 
公 ? 


S 7 一 般 斑 归 画 数 的 由 区 式 

如 果 尽 量 多 地 使 用 初 基 算 子 (或 原始 递归 式 等 ) , 而 尽量 少 用 
莫 状 式 或 一 般 递 归 式 ,充分 芙 彻 这 种 原则 下 去 , 那 末 化 归 中 至 少 要 
用 多 少 欢 草 状 式 或 一 般 递归 式 呢 7 回答 是 :只 用 一 次 便 够 了 . 

定理 1 每 一 个 一 般 递归 画 数 Fiz:，…，or) 均 可 表 成 

flv1, ,Wr) 一 44 rtu Bw1, +, Vr, Y) 

之 形 , 这 里 的 B(w1,…, wr, 9) 是 满足 存在 唯一 性 条 件 的 初 基 画 
数 , 而 4(%) 为 受 界 于 Is 的 蕉 初 基 夯 数 ( 即 y=4(w) 为 初 基 疆 


涪 , 这 时 4(z) 也 必 为 夫 级 副 初 等 于 9、| 也 | 的 画 数 ) ， 


即 任 一 个 一 般 递归 画 数 可 表 为 淮 初 基 一 数 的 迭 置 ， 而 外 责 数 
( 见 猪 论 $ 4) 受 界 于 Ix. 

妓 明 由 上 节 定 理 4 可知 , 曾 数 f 可 由 2 十 y、Bw 出 发 , 沟 过 
有 限 欢 迭 置 与 无 参数 的 求 道 式 而 得 . 易 知 : 

z=w+y 与 z= Bsr 
的 特征 画 数 都 是 初 基 夯 数 , 设 记 其 为 Glw, y, z) 及 Hl(4g, zz), 则 
显然 满足 : 
Er—rtu H(w, 2); wity=rtu G(s, y, 2). 


$7 一 般 递 归 邦 效 的 监 范式 215 
现在 再 寻 花 迭 置 与 无 参数 的 求 赣 算 子 . 
设 
flo) =Artn [Ble, )], 
9(%) =0 rtu [DG 9)], 
其 中 4、B、O、D 均 为 合乎 要 求 的 函数 ， 仿 证 了 (9(x)) 也 可 表 戌 
同样 的 形状 ， 事 实 上 ， 
f(g(0)) =Artu [Bg(e), 2)] 
-4rta tB(C rtu (Dlg, 9)), 2)]. 
命 B(CKw, Lw) @ Dv, Kw) =0 的 任 一 根 (其 根 未 必 唯 一 ) 为 
wo 由 于 方程 D(%,y) =0 只 有 一 根 yo, 故 必 Wo 一 yo; 叉 由 于 wo 
满足 B(OCm，Zao) 一 0, 故 Luwo 一 20; 再 设 天 、 工 为 一 一 对 应 ,这 便 
唯一 地 决定 Wo， 足见 这 个 根 是 唯一 的 .因而 得 
f(g9(%))=ALrtu [BCKYw, Lw)@D(%, Kw)]. 
这 里 4 为 受 界 于 工 的 准 初 基 夯 数 ,括号 内 可 表 为 初 基 夯 数 ， 
故 知 jg) ) 可 写 艳 要 求 的 形状 . 
其 次 , 设 
fo) =Artna [Bo 9)], 
而 
9 (2) —inv f (i), 
则 有 (下 面 取 准 初 基 的 tm 画 数 ) : 
9 (2) —7ti[f (1) +2] 
一 攻 [Artu BG, y) 2] 
—rti[ (A(y) +%) + B(s, 9)] 
=—rtn[ Aye%) +B(t, yo) 十 (四 “Nmin (Aqgs*-0) 
t+max B(s, ys)] 
—rtu [4 tm (t, Ws) + BY, tm(t, w)) 
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十 和 2 (办 六 min (Atm(s, w) 2—%) 
+max Bls, tm (8s, w) )] 
=— KrtifAtm(Kv, Lo) 2) + BK, tm(Kv, Lv)) 
+N:(Kv)N( min (4 tm{(s, Ly) =-%) 
+max Bls, tm(s, Lv))]. 
再 把 全 化 为 Tt， 故 知 g(z) 亦 可 表 矶 要 求 的 形状 傅 数 学 归 和 三 
法 ,定理 得 证 . 
还 可 以 有 男 一 典范 形 ( 但 不 及 上 形 之 佳 ). 
定理 2 对 于 任 章 一 般 递归 画 数 Fox, …， ww) , 恒 可 找 出 两 个 
初 基 夯 数 BL,、Bs, 使 得 (% 一 y 为 任 一 差 画 数 ) 
f ci， ”9 0r) 一 了 性 Bl (m1, "Vr, y) —rti B,{w1, “Wr, y). 
鲜明 设 f 表 成 4 Bm …, tr, Y) 形 . 将 44 表 成 两 个 前 
进 画 数 之 差 41 一 4，， 例 如 起 成 
(4z 十 TI) 一 ITxw ， 
则 由 定理 工 及 第 三 章 8$5 定理 7 便 得 
OOr) = A rti Bg,, Wr, Y) — As rti Bei,*, W, Y) 
=7ti Bi(w1, +, Vr, Y) 一 IT 全 Bow1, 7*, Wr, Y). 
定理 得 证. 
根据 定理 1, 我 们 引信 带头 函数 的 概念 ， 
定义 ”如 果 一 元 汞 数 五 具 下 列 性 质 : 任 和 给 一 个 了 元 的 一 般 递 
归 商 数 /aa … om) , 臣 可 找 出 一 个 * 十 夺 元 的 9 集 画 数 B(c 
Zr y) ,使 得 
f (ow1, "> Zr) -kK rti Blwi, ”9 Wr, y) > 
划 天 称 为 (表示 一 般 递 归 夯 数 时 的 ) 3 集 的 ?带头 图 数 ( 也 称 为 通 
用 图 数 ) .因为 这 里 只 对 论 对 一 般 递归 画 数 的 表示 , 故 “表示 一 般 
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递归 画 数 时 的 ”这 几 字 是 常 税 省 略 的 . 

显然 , 如果 S1 和 集 为 gs 集 的 子 集 , 则 访 ; 集 的 了 带头 画 数 也 必 
是 Ss 集 的 7? 带头 画 数 . 

关于 带头 函数 有 如 下 一 些 定理 ， 

定理 3 如 果 & 集 以 初 基 画 数 集 为 其 子 集 , 且 对 和 迭 症 封 表 ; 那 
未 对 于 任意 一 对 配对 左右 画 数 了 、 工 以 及 任意 的 + 说 来 ， 只 要 长 
及 工 为 准 5 集 丽 数 , 且 受 界 于 5 集中 的 某 一 画 数 , 则 五 及 了 都 是 
S 集 的 7 带头 丽 数 ， 

是 明 。” 任 答 一 个 了 元 一 般 递归 画 数 ,根据 定理 可知, 存在 初 
基 画 数 B 及 准 初 基 画 数 ( 旦 受 界 于 初 基 函数 7z) 4x, 使 得 

fw1, ,Tr) =Artu Blg1, *", wr, Y), 


设 记 riu 了 (ci Tr, y) 为 to, 又 把 


了 Bo， Ly) Deq(Ky, ALy) 
的 任 一 零点 记 为 yo; 则 由 于 使 第 一 项 为 堵 得 Lyo 一 如 ( 因 如 只 
有 唯一 的 y 雳 点 ) ,再 由 于 第 二 项 为 震 得 
Kyo=ALyo=— Ato~=f (m1, "**, Wr), 
故 得 : 
oo) 一 六 rtiLBle, or Ly) Deq( Ky, ALY)]. 
因 有 集 以 初 基 夯 数 集 为 子 集 且 对 迭 冉 和 针 半 ， 双 因 及 工 均 为 准 
S 集 画 数 且 受 界 于 5 集中 某 一 夯 数 ， 故 极 易 把 右 端 方 揪 号 内 的 男 
数 表 成 8 集 画 数 (读者 斌 自行 具体 作出 之 ). 因此 , 到 便 是 5 集 的 
4 带头 函数 了 同 法 可 证 了 也 是 3 集 的 7 带头 画 数 .定理 得 证 。 
因为 下 列 三 对 配对 左 、 右 男 数 和 粗 : 
(Bs, Lo); (Bo, To); (Bo,, Do) 
都 是 准 初 基 夯 数 且 均 受 界 于 初 其 两 数 Jz, 因此 可 知 : 
推论 1 对 于 任意 的 7 说 来 , 。、Ls。、Ls、 Ds 都 是 初 基 画 数 集 
的 7 带头 画 数 ;从 而 ,也 都 是 各 级 初 等 画 数 集 、 原 始 递 归 图 数 集 、 多 
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重 递归 画 数 集 等 等 的 * 带头 画 数 . 

由 于 加 ,、、、i 等 许可 作 很 多 两 数 集 的 带头 画 数 ， 而 其 
本 身 又 是 相当 简单 的 画 数 (它们 为 准 初 基 画 数 , 又 为 五 则 画 数 ) , 因 
此 我 们 便 头 定 其 中 之 一 (例如 ,固定 允 ;) 用 作 带 头 画 数 , 并 记 为 玉 ， 
如 无 特别 声明 ,以 后 几 提 到 带头 画 数 使 是 指 这 丽 数 . 

推论 2 如 果 8 集 除 具 定 理 8 的 有 关 条 件 外 ,还 对 算 子 马 
封闭 , 那 末 当 准 8 集 丽 数 Kw 为 配对 左 画 数 且 受 界 于 8 集 的 画 数 
时 , Kw 便 是 8 集 的 7 带头 画 数 ， 

丁 明 ” 斌 知 Kw 为 配对 左 画 数 ,可 取 

Le=D Neq (Ks, Kw) 
为 相应 的 配对 右 丽 数 . 设 Kw 受 界 于 gp (w) (8 集 的 夯 数 )， 则 
Lz=DEN min N’(oq(y, Kx) Deqly, Ki)). 
由 于 六 集 对 马克 封闭 , 故 Iw 为 8 和 集 的 画 数 , 它 显然 受 界 于 Ta， 
所 以 Kw 及 Lew 满足 定理 3 的 要 求 ,这 就 证 得 了 Kew 是 S 集 的 + 带 
头 画 数 (对 任意 7). 

以 上 只 计 论 了 作为 带头 画 数 的 充分 条 件 ， 至 于 必要 条 件 则 有 
如 下 车 论 . - 

定理 4 如 果 有 8 画 数 集 以 初 基 夯 数 集 为 其 子 集 , 上 且 对 失 蔷 及 受 
限 若 状 式 zi 封 并 ; 车 7 元 准 8 画 数 集 井 未 穷尽 了 元 一 般 递归 画 
数 , 则 当 准 5 画 数 Ko 为 8 集 的 7 带头 画 数 时 , Kw 必 为 配对 左 
丙 数 . 

证 明 设 Kw 非 配 对 左 丙 数 , 它 不 能 对 每 个 值 均 取 无 状 多 次 ; 
如 果 Kw 对 值 2 只 取 有 限 多 次 ,因而 存在 一 数 &, 使 得 

当 w 之 4 时 ， Kw 永 不 等 于 5. 

7 苑 准 8 丽 数 集 斌 未 穷尽 了 元 一 般 递 归 画 数 ， 故 存在 -西数 
jc， …， gr) ， 和 为 一 般 递 归 击 数 但 非 淮 8 而 数 , 从 而 Wo 
…, wr) 为 一 般 递 归 面 数 而 非 8 集 的 画 数 . 
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因为 KZ 为 & 集 的 " 葛 头 画 数 , 注意 到 Nh(81, …, 2%) 十 下 
当然 是 一 般 递 归 的 ， 故 存 在 总 集 的 而 数 B(w， "°° Wy, y) 3» 使 得 
NR (ti, 0, By) FO=K rt Bg, **, Lr, Y). 
J 
这 时 有 : 
六 对 (Di， ”yy wy) =0 妆 且 仅 当 Nh (wi, """, zr) +0=b, 
又 当 且 仅 当 K rti Bw, "Vr, y) 一 5， 
双 当 且 仅 当 长 B (wi, *" Vr, y) =06 
(有 最 后 一 点 是 因为 等 式 左 端 的 Y 震 ， 点 显然 不 会 大 于 4)， 又 注意 到 
Nh (wi, ” 好 r) 只 取 O01 两 值 , 故 易 得 
N22 (zt1, 1*, Dr) =eq (2, 人 KT Bw) ,Tr 9) ). 


上 式 的 右 端 极 易 表 成 凡 集 的 画 数 ;但 是 , 上面 全 得 六 世人 oa 2) 
非 妨 集 的 画 数 , 这 就 引出 了 矛盾， 故 知 , Kw 必 为 配对 左 画 数 , 定 
理 得 证. 

定理 5 (M. M. Mapk08 定理 的 推广 ) ” ”如果 集 满 足 条 件 : 

(1) S 集 包 含 初 基 茵 数 为 其 子 集 ; 

(2) 8 集 对 迭 置 、 受 限 摹 状 式 及 忆 均 封 阴 ; 

(3) 7 元 准 S 集 画 数 不 穷 尽 7 元 一 般 递归 画 数 ， 

则 准 S 集 责 数 w 为 8 集 的 7 带头 函数 当量 仅 当 % 为 配对 左 
西数 . 

各 航 初 等 夯 数 集 、 原 始 递归 夯 数 集 、 刀 至 多 重 递归 画 数 集 等 都 
满足 本 定理 的 条 件 ( 要 证 它们 满足 条 件 (3) , 须 使 用 到 枚 举 画 数 ,这 
将 在 下 章 予 以 讨论 , 见 第 大 章 $2 定理 4 及 定理 6)， 因 此 ,在 特例 
便 有 下 壕 推论 (M., M. Maproa 定理 )， 

推论 原始 递归 画 数 Kw 可 作 原 始 递归 夯 数 集 的 + 带头 图 
数 , 当 且 仪 当 它 对 每 个 值 均 取 无 穷 多 欢 ( 从 而 , 当 且 仅 当 密 为 配对 
左 酌 数 ) . 

而 下 章 还 可 着 出 , 当 S 集 为 初 基 两 数 集 , 力 府 多 重 递 归 丙 数 集 
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时 , 准 & 和 集 与 一 般 递 归 夯 数 集 是 不 同 的 , 但 由 准 初 基 的 如 与 适当 
的 准 初 基 的 划 Bo …，2， Y) 作 和 迭 蔷 时 ， 却 能 作出 任 一 了 元 一 
般 递归 画 数 来 ,这 就 明确 地 表明 : 对 上 面 的 妨 集 如 求 , 准 驴 夯 数 集 
对 迭 填 是 不 封闭 的 ， 

根据 这 里 的 告 答 , 可 把 一 般 递归 郴 数 分 成 三 类 : 

第 一 ，8 画 数 (S 表示 初 基 画 数 集 刀 至 多 重 递归 郴 数 集 )， 

第 二 ， 淮 访 画 数 但 非 态 丽 数 ， 

第 三 ， 非 准 画 数 ， 

这 三 类 画 数 必然 存在 ， 任 取 一 个 非 初 基 ( 非 原始 递归 的 )、 只 
取 值 0、1 的 一 般 递 归 画 数 , 将 它 表 成 4 rti Bln, Wr， Y) 形 ,这 

时 夯 数 Bo，…，w，9) 属于 第 一 类 画 数 ， rti Blv, …, Vr,Y) 便 

属于 第 二 类 而 数 ,而 47ti B(w1，…, w,, 9y) 便 属 于 第 三 类 而 数 了 ， 

由 定理 5 及 其 推论 ,还 可 推出 下 定理 . 

定理 6 如 果 任 选 。、 Ls 等 之 一 作为 带头 画 数 , 井 记 之 为 KK， 
则 任 一 ? 元 一 般 递 归 画 数 了 均 可 稍 成 形 如 

fw1, 7 Wr) =—ErtiBe, “Vr, Y) 

的 典范 形 , 其 中 B 为 初 基 历数 (自然 , 更 是 初等 画 数 , 原始 递归 画 
数 , 等 等 ). 

这 里 须 注意 的 是 : 这 典范 形 中 的 带头 画 数 KK 是 固定 的 , 不 随 
变 元 个 数 7 及 图 数 了 而 更 改 . 

现在 青 转 到 :使 用 于 一 般 递 归 式 的 欢 数 的 化 归 方 面 ， 

定理 了 如 上 选 定 带 头 画 数 到 后 ， 每 一 个 7 元 一 般 递归 画 数 
j 均 可 表 成 下 形 中 的 每 一 形 : 

CD fe1, oo, tr) EK stp g (wy, «ee, vr, Y); 

(2) f (v1, ***, Lr) 

= Teg {g(t1, po 2), Bti, oo, Lr, 2 Y)}. 


《ay y+ 00, 1) 


这 里 , 9 及 9 为 归宿 于 0 的 初 基 图 数 ; 而 B 则 为 初 基 于 z++y、 Kz 
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的 面 数 


to 


弓 


证 明 ”根据 定理 1, 每 一 个 了 元 一 般 递 归 夯 数 了 均 可 表 成 (其 


中 了 芭 六 -RS): 
f (we, ”5 Or ) 一 及 三 (01， “ Ty, y) » 


其 中 4 为 初 若 面 数 . 由 以 前 所 省 得 的 结果 可 知 , 若 命 
g (V1, “"* Wry y) = Sy N? min N24 (%w,, ,Vrs wv) 3 
wDy 


则 有 : 9 初 基 于 4 且 
IT 二 da "Tr, y) =D stp 9 (Vi, “Wr, y). 
3 y=1 


故 有 
f (m1, ””” 2r) —KSD Stp 9 (1, "wr, y). 
y=1 


由 于 stp 永 不 为 0, 故 SDstp 一 8p， 从 而 第 一 形成 立 . 
要 证 第 二 形 , 可 命 
hlw1, “Vr, 0) =0, 


hw1, “0 Wy, SSn) 》 


2 


当 min N2A (zg1, -…, wy, £) #0, 


Tn 


h(v, "> wr， An) = K (n), 当 A lw, "“""', wr, 多) 一 0 用. 


Nn. N min N°?A (wm, "Vy, 2) =0, 


SasDr 


0 


车 命 
Umt+i)=N min N24(0C ., 00) ， 


， 了 此外， 


VW) 一 4 or, WODNmN min N 4 Or 9)， 
wD 


则 上 式 可 写 为 : 
hl, "fy, Sn) 
h(t, ,te, So NU (Sn)) + Kn) NY (n). 


这 里 Sn NT 《392) 为 初 基 于 4 的 了 汞 数 ， 如 果 要 《oa ,Wry y) 的 


最 小 2 零点 为 9， 则 《参数 不 写 出 ) : 
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hl)=h(2) 一 … 一 大寺 十 外 =K (9) =f (m1, *…, %), 
即 
f (Ki,°°, Wr) —h(l) -= Teg {SeNU (2), K (vw) NV (2) +Yy}. 


故 第 二 形 也 得 证 . 于 是 定理 证 些 . 

由 上 面 的 讨论 可 网 , 如 使 用 stp 则 决 不 能 省 .同时 又 可 站 
”出 , 如 使 用 reg, 则 长 量 可 省 去 , 而 改 用 Iz 作 带 头 丽 数 ， 但 须 注 

意 ,为 了 省 去 却 需 引用 强 有 力 得 多 的 算 子 reg; 其 次 , 其 中 的 B 

不 能 是 初 基 画 数 (这 是 第 一 形 使 用 的 ) 而 只 能 是 初 基 于 2 二 9、 天 2 
的 郴 数 ， 

画 数 /的 变 元 #1,，…, 和 均 作 为 硅 、stp、reg 的 参数 而 出 现 ， 
对 zt 说 来 , 这 是 不 能 避 驶 的 对 stp 及 reg 说 来 , 能 否 使 其 中 基 
些 变 元 是 stp 或 reg 的 新 话 变 元 昵 ? 下 定理 答 出 否定 的 回答 . 

定理 8 并 非 每 一 个 一 般 递归 画 数 f(41,…, ar) 均 可 表 成 下 
形 : + 


f(a1 °°, Or) 一 4 0r) ; 
其 中 44 为 原始 递归 丽 数 (甚至 于 是 多 重 递归 画 数 ), 而 由 下 形 道 
归 式 定义 : 
h(i, Gr 0) = A (G1 pv ri)， 
hlQgi, 0r 1 Sa,) 
一 43(0 pp rh (a 901 G1, cr)))， 
这 里 41、As 及 9 为 原始 递归 图 数 ( 共 至 多 重 递归 丙 数 )， 换 车 之 ， 
和 天 非 每 个 一 般 递 归 酚 数 ,/ 均 能 表 成 下 形 (4、41、4、.g9 同上 ):. 
Teg {g(a1, 7, rs 0，4a(01， wy，Gr-1y 0 Y)}. 


(Ce 癌 Gy 
证 明 存在 有 非 原始 递归 画 数 (甚至 于 非 多 重 递归 而 数 ) , 任 
取 其 一 圾 为 je)， 当 >l 时 ,车 取 六 ob 0) 一 h(8) 十 … 
十 io) ,可 证 (ca …，ar) 不 能 表 成 Ah(Q1,…, or) 之 形 , 而 用 
由 上 述 递 归 式 定义 ， 设 可 以 这 样 表示 , 划 
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(ci ar 0) 一 4 7, Cr, 0) 
一 44i(ei Cr 1 
将 为 ca, …，or-1 的 原始 递归 而 数 (多 重 递归 画 数 ) , 故 
fla, 0, 0) 一 44i(c，0，…，0) 
一 8 (ai) 十 (一 二 8 (0) 
将 为 & 的 原始 (多 重 ) 递 归 画 数 . 这 与 8(w) 的 性 质 不 合 ， 从 而 定 
理 得 证 . 
当 7 一 4 时 ,让 明 过 繁 ,这 里 从 略 . 


习 题 


1. 是 否 任 一 7 元 一 般 递 归 羡 数 均 能 表 成 下 列 各 形 之 每 一 形 〈 朗 是否 下 
列 各 形 均 为 一 般 递归 羡 数 的 典范 式 )? 
(1) Fo oy Wo) = ArTti By, 0 人) 
(2) f (m1 **, 1t)= A inv Bw, was, Wr); 
(3) CC wr)=Aunv BBO, 02 "ys Wr)y 
如 表 , 斌 间 其 中 的 4、5 可 作 怎样 的 限制 ? 
2. 就 直接 证 明 ( 假 定 f、g 为 一 元 ) : 
(1) 如 果 f、9g 分 别 可 裘 成 到 ,5 引 9 人) 之 形 , 旭 /与 9 尖 转 后 的 新 图 
数 亦 然 ; 
(2) 同时 ， 广 六 亦 然 . 
3. 在 典范 式 中 亦 可 只 使 用 丐 参数 的 stp 及 reg， 试 旋 : 
(1) 如 命 
gm =Spo (Kn, Ln+1) "None Ne Omin NF (Kn, 2)), 
则 有 
stpg(z)=8 rti(F (Kn, y) Ln), 
bd) yy 
rti Fu, =D stp 9(%) (4 表 Spg(%, 0)); 


(2) 如 命 
Un) =eq(n, pg Kn, Ln) Pmax NB(Kn, 1))) 
人 


TN) 一 eq 02 py (Kn, Ln) BB (En, Za) 四 max NB(Kn, 0)), 
由 iLnl 
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纠 有 
并 rp 从 一 reg {Spg (KDs, STDE)NIU (), 
中 (人 220) 
yNU (2 和) + EKLY NV (2)}; 
(3) 利用 上 两 千 果 ,把 典范 式 中 的 stp 及 reg 由 于 无 参数 ; 
(4) 斌 证 任何 一 元 一 般 递 归 豆 数 均 可 认 成 下 两 形 : 
ft) 一 pz2 十 1 f(x)=h(27), 
其 中 jz) 则 县 reg, 0 ， Bo 人 上 之 形 . 


S8 ”部 分 图 数 与 半 列 归 涡 数 

定义 ”如 果 了 未 必 处 处 有 定义 (包括 处 处 有 定义 的 及 处 处 没 
有 定义 的 ) , 则 了 (2) 称 为 不 全 图 数 , 亦 称 部 分 画 数 . 

通常 数学 书 中 常用 到 部 分 画 数 ， 例 如, 数学 分 析 中 绝 常 只 计 
论 在 一 区 问 内 定义 的 画 数 ,而 很 少 肝 论 在 整个 数 轴 上 定义 的 画 数 ; 
又 如 数学 分 析 中 明确 规定 全 及 0 是 没有 值 的 ， 这 都 是 使 用 部 分 
画 数 的 例子 ， 改 Fo) 为 部 分 画 数 ， 则 0:f (%) =0 未 必 成 立 ( 因 当 
F (co 无 定义 时 , 0.j(xo) =0 是 不 成 立 的 ) , 正如 在 数学 分 析 中 没有 
理由 认为 %' 太一 2 对 一 切 9 成立、 没有 理由 认为 2?=1 对 一 切 z 
成 立 一 样 ， 

通常 ,在 需要 时 常常 补充 定义 ,对 画 数 原来 没有 定义 的 地 方 适 
当地 指定 一 个 值 . 最 常见 的 是 指定 一 个 值 久 使 世面 数 成 为 谴 炉 画 


数 . 如 指定 92 在 w=0 处 之 值 为 工 等 等 ， 又 如 在 对答 某 些 夯 
数 的 积分 时 ,常常 补充 定义 , 把 原来 没有 定义 的 地 方 规定 其 值 为 
0, 因而 使 得 每 个 有 界 区 域 的 重 积分 苦 呈 

| re macm 
的 形式 ( 序 是 使 其 积分 区 域 成 矩形 ) 等 等 ， 在 递归 夯 数 答 中 , 也 
常 采用 这 个 办 法 , 例如 , 钩 定 | |=-0, 以 及 狗 定 当 在 以 下 让) 
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没有 徐 点 时 , ft 了 (2) 即 指 等 等 便 是 .应 否 采 取 这 个 办 法 ,把 每 
个 部 分 丽 数 都 补 全 为 处 处 有 定义 的 夯 数 呢 ? 

对 某 个 部 分 画 数 (2) 说 来 ,可 用 下 法 而 补 丛 训 画 数 成 为 一 个 

处 处 有 定义 的 夯 数 &(e) ,部 定义 : 
Fo)， 当 了 (wz) 有 定义 时 ， 
h(w) =4 0 (或 别 的 某 一 个 可 计算 的 夯 数 ) ， 
当 j(z) 没有 定义 时 ， 
这 样 , 如 永 能 够 对 任意 的 4 而 在 有 限 步 内 决定 f(z) 有 否定 义 , 屠 
未 , 任 答 一 值 >, 均 能 够 求 出 h(z) 的 值 了 . 故 补 全 以 后 得 到 的 便 
是 一 个 处 处 有 定义 的 可 计算 画 数 . 

但 是 ， 如 果 对 于 画 数 /, 当 答 出 2 后 未 必 能 人 够 决定 (zc) 有 否 
定义 , 那 未 当 应 用 上 法 加 以 补 全 时 , 所 得 到 的 h(w) 尽管 处 处 有 定 
义 , 却 不 是 处 处 可 以 计算 的 ， 因 为 “f(z) 有 定义 与 否 ” 九 不 知 , 利 
用 该 条 件 而 次 合 定义 的 h(z) 的 值 也 就 无 从 计算 了 ， 但 递归 而 数 
论 中 有 -- 重 要 的 概 求 , 朗 必 须 处 处 保持 可 计算 性 (宁可 到 失 “ 处 处 
可 定义 性 ”) ,而 依 上 法 所 作 的 补 全 过 程 却 与 我 们 的 希望 背道而驰 ， 
因而 在 这 情形 之 下 ， 我 们 宁可 使 用 可 计算 的 部分 画 数 f(%) ， 而 不 
愿 使 用 处 处 有 定义 的 不 可 计算 的 h(2). 

粽 上 所 述 ,部 分 画 数 可 分 两 种 ,第 一 种 是 对 每 个 % 均 可 以 在 有 
限 步 又 内 利 定 它 是 有 定义 或 否 的 ， 这 种 夯 数 可 以 补 全 为 处 处 有 定 
义 的 可 计算 而 数 ， 因 而 实际 上 与 处 处 有 定义 的 可 计算 西数 相差 极 
微 ,如 果 需 要 的 话 , 随 时 可 将 其 补 全 ， 另 一 种 是 不 能 对 每 个 2 均 在 
有 限 步 马 内 镍 定 f(z) 有 定义 与 否 的 ,这 种 画 数 不 能 补 全 为 处 处 可 
定义 的 可 计算 画 数 ， 因 而 这 种 画 数 叫做 无 法 补 全 的 .部 分 画 数 所 
以 值得 计 论 , 正 由 于 还 有 无 法 补 公 的 责 数 . 

关于 部 分 画 数 的 相等 及 运算 , 须 作 洋 和 的 讨论 : 

(1) 了 (w) ~g lz) 指 两 者 定义 域 相 同 , 并 且 在 定义 域 中 两 者 的 
值 处 处 相等 、 这 时 f(z) 与 9g(z) 可 以 襄 是 严格 相等 (如 果 理 解 为 ; 
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当 两 者 芍 有 定义 时 其 值 相 等 , 则 可 岂 做 需 相 等 ) . 对 于 (x) 之 g(r) 
必须 注 辣 : 宅 们 可 以 是 没有 定义 的 , 但 当 其 一 有 定义 时 , 另 ~- 羡 必 
有 定义 (以 伯 证 定义 域 相同 ), 而 在 有 定义 处 , 必 琴 者 相等 ， 因 此 ， 
当 f(w) 为 部 分 画 数 时 ,可 以 出 现下 列 式 于 而 不 发 生 矛 盾 : 

(vo) 之 fwo) 十 I (其 中 v6 为 基 一 数字 )， 
或 者 甚至 于 出 现 

fv) 之 f(z) 十 1 《〈 其 中 为 变 元 ) . 
因为 ,这 只 表明 在 入 处 没有 定义 ,或 者 f 处 处 没有 定义 轩 了 ， 

(2) 当 对 部 分 图 数 作 迭 仁 时 ,例如 ， 由 f {m1, “°° jm) 与 gi (1) 
二 1，2,…, m) 作 迭 仁 而 得 (x) 时 , 当然 (x) 迹 是 部 分 而 数 ， 
其 定义 域 可 如 下 决定 : 

如 果 某 个 9 在 zo 处 波 有 定义 , 则 天 在 wo 处 也 没有 定义 ; 

如 果 每 个 % 在 加 处 此 有 定义 ,并且 gil20) 一 4, 央 当 在 
(681,…，bm) 处 有 定义 时 , 有 在 vo 处 亦 有 定义 , 这 时 其 值 为 (zo) 
一 fA(01,…， bm) ; 此 外 因为 在 zo 处 没有 定义 . 

这 种 定义 是 很 显然 的 . 不过, 必须 注意 下 烈 情 况 : 当 f 了 (%) 为 
部 分 画 数 时 , 0. 了 (w) 乃至 0(f(w)) 未 必 为 0, 外 下 烈 等 式 是 不 成 
立 的 : 

0.f (2) ~0, 
0O(f(z)) 从 0 (第 一 个 “0” 是 震 丙 数 ) 
(只 有 理解 为 弱 相 等 时 , 写 们 才 成 立 . 注意 : f (2) 一 了 (2) 之 0:f(%) 
却 是 成 立 的 ) . 

(3) 当 对 部 分 画 数 实施 算 子 .a 时 , 则 作 如 下 理解 : 当 求 
f(z) 时 必须 使 用 车 于 个 了 信 , 如 果 这 些 了 值 中 有 些 是 无 定义 的 ， 
则 a f(z) 亦 无 定义 ; 如 果 这 些 f 值 均 有 定义 , 则 a fw) 有 定义 
与 否 使 根据 算 子 本 身 的 要 求 而 决定 了 . 

例如 , 如 果 所 用 的 各 了 值 均 有 定义 , 则 当 a 为 逃 丽 算 了 于、 原始 
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递 轨 算 玉 等 能 行 咎 了 时，& 了 ( 允 必 有 定义 但 当 a 不 是 能 行 算 耳 
时 ,即使 所 用 的 了 值 均 有 定义， & w) 也 未 必 有 定义 . 信用 (不 受 
限 ) 草 状 式 及 一 般 道 归 式 为 例 来 说 明 . 这 里 ,我 们 尤 许 无 条 件 使 用 
Tti, 政工 性 趾 做 华 葛 状 式 . 又 无 许 无 条 件 使 用 reg， 故 它 电 做 牢 递 
归 式 (又 名 部 分 递归 式 ). 

当 千 递归 式 及 牢 墓 状 式 作用 于 部 分 范 数 时 ,其 值 可 如 下 定义 : 

如 果 了 (x, 9y) 为 部 分 函数 , 则 rti f (wo, y) 有 定义 当 且 仅 当 有 
yo; 使 六 ao go) 一 0, 且 了 (zo, 0)， fwo, 1)，,…, (m0， Yo 一 1) 均 有 
定义 , 且 其 值 均 非 0; 在 这 种 情形 之 下 ， rti f (wo, 9) 之 值 为 yo. 

如 果 4、B、g9 为 部 分 画 数 , 则 由 下 烈 千 递归 式 所 定义 的 函数 : 

| fF 1 20r， 0) = A(W1, ,Ur), 

f ly, oe, Wr, Sw) = Bl Wr, W, FU Ur, 9 (OL))) 

在 G4, wy 2) 处 有 定义 , 当 目 仅 当 A4tw,…, Wy) 有 定义 、g 
在 > 处 归宿 于 0 ( 即 9(2), 99(%), … 恒 有 值 ， 直 到 它 为 0 为 正 )， 
而 且 在 f(w,…, Wr, 2 的 计算 过 程 中 各 中 国 步 又 均 有 精 果 .这 时 ， 
它 的 值 即 为 最 后 步 马 得 到 的 值 ， 
”上 照 这 样 理解 ， 凡 能 行 算 子 及 御 能 行 算 子 作用 于 部 分 画 数 而 得 
出 新 部 分 画 数 时 , 只 要 所 造 函 数 在 某 处 是 有 定义 的 ( 依 上 定义 ) ,性 
未 便 必 可 在 有 限 步 骆 内 计算 出 它 在 该 处 之 值 . 

定义 ”从 本 原 责 数 出 发 ， 灵 过 有 限 次 迷 置 与 什 递 归 式 所 作成 
的 画 数 是 做 从 递归 图 数 ( 又 名 部 分 递归 图 数 ). 

完全 与 上 述 计 论 一 般 递归 画 数 处 相似 ( 共 至 于 证 明 字 有 眼 也 极 
少 更 改 ) ,可 得 : 

定理 1 只 要 添 人 下 烈 五 组 本 数 

(2 一 [We] ; 

(2) w+Yy, ZY, eqlv, Y); 

(3) 2 十 9， NEw; 
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(4) m+, Wo 

(5) w+ty, NLow 
之 一 作为 开始 男 数 ， 则 利用 和 迭 置 及 秆 莫 状 式 可 以 作出 部 分 递归 画 

定理 2 只 要 添 人 下列 两 组 画 数 : 

(1) z+y, Box; 

(2) w+y, Lor 
之 一 作为 开始 范 数 , 则 利用 友 置 及 无 条 侍 使 用 的 无 套数 的 iny ( 求 
遂 算 子 ) 即 可 作出 部 分 递归 画 数 集 ， 

我 个 还 在 下 烈 的 定理 . 

定理 3 如 上 选取 一 元 带头 画 数 天 (四 ， 则 任 和 给 一 个 了 元 部 分 
递归 夯 数 六 ec，2r) , 恒 有 三 个 7 十 芋 元 初 基 画 数 B(w1,…， zr， 
Dt 9(V1， Vr;9Y) ;及 一 个 7 十 2 元 的 初 基于 
2 十 外 及 2 的 男 数 瑟 , 使 得 

fl tr)=K rti B(w,, 1, Wr, Y), 


f (21, 四 wy) = 下 stp Dlm, “vy, y) 
及 三 cl， 四 0) = Teg {9 (z1, ‘Vr, 2) ， 


(ob 1) 
H(g, 0 tC, Y)}. 
定理 和 一 般 递归 男 数 合同 于 处 处 有 定义 的 审 递 归 辑 数 . 
证 明 ”利用 定理 8 的 典范 形容 易 证 得 . 
此 外 便 不 再 多 就 了 .， 可 以 说 ,前面 关于 一 般 递 归 疼 数 的 一 切 
诗 论 , 差不多 完全 可 以 适用 于 盾 递 归 丁 数 ,回旋 明 也 可 极 少 更 改 . 


习 时 
1， 如 果 丙 者 均 可 无 条 件 使 用 ,求证 rti 及 inv 可 用 (unv、max ) 表 
示 , 叉 ,容许 参数 的 tnv 可 用 无 参 数 和 的 mnv 表示 ,把 所 韦 风 两 数列 出 . 
注意 : 如 果 必 须 证 明 存 在 且 叭 一 机 可 使 用 anv, 则 rti, inv 及 容许 央 
数 的 wnv 只 能 由 (anv, 习 N) 表示 ， 
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2. 就 由 可 无 条 件 使 用 的 stp 及 适 置 而 作出 部 分 递归 丽 数 介 (要 求 开 嫩 
酌 数 尽量 少 )， 

3. 个 递归 谓 宰 集 对 哪些 命题 联 精 齐 是 封 明 的 ? 对 哪些 命题 详 精 词 则 不 
封闭 9 对 哪些 量 说 ( 受 限 、 不 受 限 ) 封 六 ? 对 哪些 量 泣 如 不 封闭 ? 

注 : 4 为 后 递归 导 前 是 指 : 有 一 个 个 递归 函数 了 使 得 

4(Cm wy 2) 里 当 且 仅 当 六 ct 2 有 定义 上 且 等 于 零 , 

4. 就 首 ; 由 适 当 的 一 元 图 数 出 发， 利用 引 , 妃 渤 证 可 以 由 无 条 件 使 用 

的 inv 或 stp 而 造 出 一 元 个 递归 范 数 集 . 


号 9 本 在 有 限 步 台 内 计算 的 画 数 

在 上 面 的 诗 论 中 ,我 们 全 多 次 提 及 "一 个 能 够 在 有 限 步 骤 内 对 
每 硼 变 元 都 可 计算 其 值 的 面 数 ”， 这 句 话 表 面 看 来 很 容易 懂 , 但 实 
际 上 却 牵涉 到 许多 问题 ,必须 对 它 作 出 确切 的 分 析 . 为 此 ,我 们 必 
- 须 对 “可 在 有 限 步 骏 内 计算 ”的 概念 加 以 明确 化 . 

一 个 计算 ,即使 是 “心算 ” 吧 , 总 可 以 设法 把 雯 计算 妈 录 下 来 . 
在 记录 计算 过 程 的 时 候 , 必须 用 一 些 符号 ,如 数字 符号 、 变 元 符号 、 
画 数 符号 、 括 号 、 吉 号 等 等 ， 不 同 符 号 的 个 数 可 以 有 穷 , 亦 可 以 无 
穷 . 在 下 面 将 证 明 , 只 使 用 有 穷 个 不 同 符号 便 够 了 ,而且 基 到 只 使 
用 两 个 符号 便 够 了 ， 但 目前 则 以 记 许 使 用 无 穷 个 不 同 符号 更 觉 方 
便 些 , 显 见 , 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 所 使 用 符号 只 限于 下 列 这 些 ( 顺 
便 列 出 对 它们 的 编号) : 

二 ( ) ， 数 字 n 变 元 mm ， 画 数 on 

1 2 8 4 Bm+5 3n+6 3n 十 7 
这 里 假定 : 每 个 数 都 用 不 等 的 数字 表示 , 而 不 是 只 由 十 个 数字 表 
示 ， 丈 朗 这 里 把 象 “324” 那样 的 数 整 个 看 作 一 个 新 符号 ,而 不 再 
看 作 由 三 个 数字 8、2、4 并 列 而 成 的 符号 ， 因 此 ,如 果 知 道 一 个 符 
号 为 数 符 ,而 且 粮 导 为 56, 则 这 数 符 所 表示 的 数 ( 即 上 文 的 m0) 必 是 
n=[ (06)/3]. 

我 们 很 少 使 用 单个 符号 ,而 总 是 使 用 一 么 列 的 符号 ,这 种 一 列 
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一 多 的 符 导 便 旦 做 式 子 ， 我 们 不 但 使 用 零星 的 式 子 , 还 使 用 一 加 
串 一 系列 的 式 子 . 因此 ,我 们 也 须 对 “ 式 子 ”( 即 符号 序列 ) 及 式 子 
序列 加 以 匾 号 才 行 .这 种 钴 号 方法 有 好 多 种 ,但 须 满足 :由 式 子 或 
式 子 序列 恒 可 找 出 其 燃 号 ;由 舌 号 (如 果 它 为 式 子 或 式 子 序列 的 姑 
号 ) 能 够 找 出 式 子 本 身 或 式 子 序列 的 各 项 .我 们 使 用 下 询 筷 号 方 
法 (下 文中 永 选用 准 初 基 的 tm 及 seq, 见 187 页 ): 

设 符号 41,…, ax 的 编号 为 页， 加 则 由 ca ex 依次 
毗连 而 得 的 符号 烈 ， 其 三 号 狗 定 为 Seg 0 《指定 co 一 信 ， 这 数 今后 
亦 写 为 : sq [1 名 ,…, iw]。 其次， 如 果 式 子 五 ，…， 有 的 灶 号 分 
别 为 @1,，…, 6 旧 由 及 1,，…，B% 所 租 成 的 式 子 序列 ,其 类 号 物 定 
为 : sq[h, e1,…, ej， 这 样 , 每 个 符号 、 每 个 式 子 、 每 个 式 子 的 序 
列 ,都 对 应 于 一 数 . 例如 : 式 子 

mo=3 十 2 
对 应 于 数 : 
sq [5, 6, 1, 14, 10, 11] 
(其 中 设 o1 表示 “十 ) ,又 ,如 果 一 式 的 篇 号 为 360, 央 该 式 子 可 如 
下 求 出 : 先 求 tm(0, 360) 得 出 项 数 , 即 符号 个 数 (发 衣 为 站 ;然后 
依次 求 tm (1,360) 以 至 tm 360) 等 , 即 得 相应 的 符号 序列 . 
同样 ,下 烈 的 式 子 序列 
020 一 8 十 2， 00 一 5 
的 焕 号 是 sq[2, sg[5, 6, 1, 14, 10, 11], sq [3, 6, i, 20]]; 反 
之 , 如 欲求 笑 号 为 360 的 式 子 序列 , 亦 可 同 法 进行 : 易 知 “360” 不 
是 任何 式 子 序 烈 的 笑 号 . 

由 上 例 可 知 , 当 欠 出 一 条 号 时 ,必须 指明 : 窟 是 一 符号 的 御 号 ， 
还 是 一 式 子 的 舌 号 ,还 是 一 式 子 序列 的 和 着 号 ， 当然, 如 果 多 作 些 特 
殊 的 规定 , 可 以 由 午 号 本 身 利 断 其 属于 哪 一 类 . 

在 计算 中 ,必须 使 用 一 些 “ 运 算 ” 这 是 计算 过 程 的 主要 内 容 . 
所 谓 运 算 , 便 指 由 若干 个 式 子 (个 数 随 运算 之 不 同 而 不 同 ) 得 到 一 


Er 
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个 新 式 于 的 动作 (或 方法 ), 因此 运算 可 以 看 作 是 以 式 子 为 变 域 而 
以 式 子 为 值 的 画 数 . 例如 , 某 运 算 可 以 表示 为 下 烈 的 画 数 到 : 
G=Z ao ， Bi) ,这 里 说 所 及 4 都 是 式 于 . 

弃 对 式 子 进行 了 姓 号 ， 因 此 极 易 使 每 一 种 式 子 运算 对 应 于 一 
数论 图 数 . 设 有 一 运算 GQ 一 多 (所 ,了 2,…'， Pi) ， 措 命 G 及 庄 也 
的 绰号 分 别 为 y 及 讲 mw, 则 Y 与 诸 %v 之 问 显 然 有 夯 数 关系 避 鼓 
关系 的 特征 商 数 为 /oa oo 和 9) 二 0, 则 / 便 昨 做 相应 于 运 
算 氏 的 数论 夯 数 . 当 符 号 及 式 子 的 千 号 确定 后 ,相应 于 运算 更 的 

最 常用 而 允 最 重要 的 运算 有 商人 个 ,， 即 代 人 运算 及 替换 运算 。 
因此 , 不 妨 先 来 看 看 , 相应 于 这 上 商 运 算 的 数 芥 男 数 究竟 是 什么 画 
数 ， 

代入 谢 原 式 为 吾 , 把 如 中 所 有 变 元 几 均 代 人 以 数字 &, 精 
果 得 一 式 了 ', 叫做 在 琶 中 招 2 代 以 4 而 得 如, 认为 

E'=sub (EB, ;, o). 
令 设 如 的 篇 号 为 6。, 而 B' 的 焰 号 为 6, 划 应 有 一 数论 函数 sb, 使 
得 
sh(e, 7, a, e') =0. 
今 求 该 数论 画 数 sh， 
我 们 知道 , e 与 8 之 阅 的 关系 应 是 
tm (0, e) =tm(0, e'); 
Vili<tm(0, e) Ai#¥0Ntm(t, @) =8j+6 
‘Dtml, e) 一 3c 十 5]; 
vifi<tm(0, e) Ai¥O0Atm(G, e) 87+6 
:Dtm(G, e) =tm(s, e)], 
作 合 到 之 后 ,其 特征 尔 数 显然 为 e. 7、4、e 的 初 基 疼 数 (参见 初 基 
西数 集 处 的 诗 论 )， 
车 换 没有 一 式 三 ( 笑 号 为 户 嘿 4= 也 形 , 双 有 一 式 妃 ( 精 
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号 为 提 .， 全 在 加 中 把 从 第 寻 工 个 符号 开始 的 部 分 式 子 4 代 换 
以 五, 所 得 式 子 EE' (篇 号 设 为 @) 吓 做 依 过 而 在 五 中 第 上 个 符号 
处 作 替 换 的 千 果 ， 裔 为 刺 =rep( 己 , 媚 , 妨 ， 仿 上 , 它 杰 应 有 一 
特征 西数 rp( je 2 2)， 下面 就 来 求 出 该 画 数 . 
我 们 知道 , e 六 e 之 闻 的 关系 应 如 下 齐 划 : 命 
一 了， itm (m+1, fy =， 


na tm 


这 表示 了 中 第 1 十 1 个 符号 为 等 号 ， 从 而 五 的 左 映 ( 即 4) 的 符 
号 个 数 为 下 而 右 端 ( 郎 B) 的 符号 个 数 为 tm(0, 力 一 人 十 中 ， 今 后 
记 为 9. 1 及 g 均 为 受 界 于 初 基 画 数 的 准 初 基 画 数 . 
我 们 有 : 
(1) 吾 中 第 t 十 1,…, t+ 个 符号 分 别 与 五 中 的 第 1 个 ，…， 
第 1 个 符号 相同 ,名 
- VY (tm (s+1, =tm(t+it+1, ©)); 
(2) 要 中 第 二 1,4 十 2,…, t 十 q 个 符号 分 别 与 了 中 的 1 十 2， 
1 十 38, …, 了 十 9 十 1 个 符号 相同 ,部 
Vtm(ttitl, o) =tm(tit2, 廊 ) 


(3) 如 中 第 一 个 ,…, 第 上 个 符号 与 召 中 第 一 个 ,…, 第 i 个 

符号 相同 , 即 
VY (tm (+1, e) =tm(i+1, eo)); 

(4) 吾 中 第 十 1 二 4, … ,第 tm (0, 8) 个 符号 分 别 与 下 中 第 
t+g 十 1,，… ,第 tm (0, 6) 十 g--l 个 符号 相同 , 序 ( 将 tm(0, 6) 一 ( 
十 ?十 1 记 为 9) 

tm 人 t 二 1 十 并 十 多 6 一 tm 人 十 9 十 1，e 门 ] ; 

(5) tm(0, e) =tm(0, 6) 十 9 一 1 

这 里 , 话 和 式 +i 十 1, TH+i+TI 等 均 受 界 于 tm(0, 的 或 
tmf0,，e)， 故 均 可 表 成 初 基 画 数 , 将 (1) ~ (5) 庄 公式 作 合 到 再 
冠 以 习 后 ， 其 特征 画 数 ( 即 ?rp(f, 8, i, 9')) 显然 双 是 初 基 画 数 ， 
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可 见 , 相应 于 代入 及 替换 的 两 数论 醒 数 此 为 初 共 而 数 . 对 于 
别 的 运算 可 能 为 更 条 单 的 夯 数 (如 委 为 五 则 夯 数 ) 或 更 复杂 的 画 数 
(如 原始 递归 , 多重 递归 及 一 般 递 妇 画 数 ) .但 对 下 面 的 讨论 ,可 以 
不 管 所 用 的 运算 到 底 是 什么 ， 亦 郎 不管 它们 所 对 应 的 画 数 到 底 是 
怎么 样 的 数论 图 类. 

旗 然 群 和 讨论 了 出 算 时 所 用 的 “原料 ”( 符 号 , 式 于 ) 及 “工具 ” 
(运算 ) ,下 面 便 可 计 论 什么 是 计算 过 程 了 . 

设 有 一 租 等 式 召 及 若干 个 (8 个 ) 运 算 ( 叫 做 容许 运算 ), 如 果 
可 以 找 出 满足 下 刚 条 件 的 一 系列 式 子 : Fo, ZN， 

第 一 , 讲 或 为 定义 等 式 组 五 中 某 等 式 之 一 ; 

第 二 , 沸 Fi 或 为 由 前 面 若干 个 了 ) 极 据 容 许 运算 而 得 的 结果 
的 式 子 ; 

第 三 ， 最 后 一 式 友 是 一 等 式 , 其 左 端 是 Ool@1, “0 Cr) ;而 右 
映 是 一 数字 .， 它 便 是 根据 定义 的 ce 在 (cl, …，cr) 处 之 值 ， 

这 列 式 子 便 称 为 等 式 柔 召 根 据 所 容许 运算 而 对 00 (81,… ,0;) 
所 作 的 计算 过 程 . 井 称 ce 在 (a1,…, 4r) 处 是 可 根据 等 式 系 如 而 
计算 的 . . 

定义 ”如 果 定 义 等 式 柔 加 及 容许 运算 是 不 随 01，…, @ 的 选 
择 而 更 改 的 (但 Zo,，…, Fs 乃至 于 的 大 小 , 旧 是 随 81,…, cr 的 
选择 而 更 改 的) , 即 用 同样 的 召 及 容许 运算 ,可 以 在 对 于 o 有 定义 
的 一 切 地 方 而 计算 其 秆 ， 则 诡 o 是 可 侍 计 算 的 ， 更 明确 部 来 , 5 
可 由 等 式 系 书 及 诸 运 算 而 伯 计 算 的 . 如 果 o 处 处 有 定义 ， 双 是 可 
咎 计算 的 , 则 说 o 是 可 完全 计算 的 ,或 o 是 可 计算 的 . 

定理 i 如 果 有 一 钴 定义 等 式 , 由 该 粗 等 式 及 容许 运算 ( 识 它 
们 对 应 于 数论 夯 数 g1，…,9s) 可 以 牛 媳 算出 一 画 数 oo 在 每 一 租 
有 定义 的 变 元 (ca …, er) 处 的 值 , 则 ce 必 是 部 分 递归 于 91, …， 
9s 的 函数 . 如 oo 处 处 有 定义 , 则 它 是 一 般 递 归于 gi,…', 9s 的 图 
数 . 
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证 明 ” 讼 误 定 义 等 式 租 的 敌 号 为 %w， 显 然 每 个 等 式 的 壬 号 便 
是 tm( mm) =1, 1, tm (0, m)), 

弃 然 对 应 于 每 租 有 定义 的 变 元 (Q&1,，…, 4r) 均 可 计算 出 oo(@i, 
…, 4r) 之 值 , 因此 对 每 个 这 样 的 变 元 租 , 一 定 可 找 出 一 个 计算 过 
程 Fo Fa 有 满足 上 还 三 个 条 件 ， 这 个 计算 过 程 和 将 有 一 篇 号 
ww, 显然 项 也 的 短 号 为 tm 避 ) ( 其 中 i 一 1,，…, tm(0, w)), 狐 
然 戎 如 须 满足 上 述 三 个 条 件 , 故 包 亦 须 满足 一 些 条 件 . 令 把 ww 所 
应 满足 的 条 件 求 出 如 下 : 

第 一 ,天 为 定义 等 式 各 中 基 等 式 之 一 ,显然 可 表 为 

(tm(i, w) =tm(tt+1, m)), 


t=3Dtm(0, my 
其 特征 画 数 为 下 列 的 初 基 岁数 : 
min WN?eq(tmG, w), tm(St, mm) ) ( 简 记 为 Qi(i, mm, w)), 


tm DtmC0, 1m) 
第 二 , i 由 前 面 若干 个 也 ,,…, Ps 根据 运算 G; (相应 的 数 
论 画 数 为 9 而 得 . 这 可 表示 为 : 
习 了 ,91 (tm (sy， ww) “9 tm (sx, 0 ， tm (2， w))=0, 


SDi 3 BE 


其 特征 画 数 为 初 基于 9; 的 图 数 : 


min N? min Win N2gi(tma(sl，20) 
#1 Dt Sa—D+ ge— Di 


tm (sx, wW), tm (2%, w)). 

将 j 了 依次 代 以 1, 2,…, s, 再 作 初 基 弱 积 , 所 得 的 式 子 下 面 简 记 为 
Qs w) (由 于 为 定数 ,而 9; 未 必 是 可 表 为 的 很 简单 的 夯 数 ， 
所 以 这 里 须 用 多 作出 9 的 9 的 …09gs, 而 不 应 该 作 “min 97"), a 
是 初 基 于 gi,…, 9s 的 责 数 ， 

对 一 切 非 需 的 匀 均 使 也 或 满足 第 一 条 件 , 或 满足 第 二 条 件 ， 
其 特征 画 数 为 : 

max ~ (Qi 5, mm, WwW) OQ (NZ, wW) ). 


ioNtmN, w 


第 三 ,最 后 一 式 人 必 哇 Gol@1, ‘0 Qr) =[ 形 (这 里 了 为 给 出 
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的 定数 ,而 7 为 某 一 数字 ) ,这 条 件 可 表 为 (这 里 把 "tm (tm (0, w)， 
w)” 简 记 为 了 w): 
EE [tm (0, Tw) =27r+4Atm(1, Tw)=7Atm(2, Tw)=2 
Atm(3, Tw) =80+bAtm(4, Tw) =4 
人 tm (65, Tw) 一 8 十 5 入 tm(6， Tw) =4 
A Atm(2r+1, Tw) 一 3c- 十 5 人 tm(27 十 2, Tw) =3 
Atm(2r 十 3, Tw) =1i1Atm(2r+4, Tw) 一 31 二 5] . 
其 特征 画 数 显 为 初 基 夯 数 , 刀 为 Qa(7, Qi …，Qy, 0)， 
故 知 , % 应 为 于 列 男 数 的 看 点 : 
max J (Qt, n, WO (Bi, WwW) DAs (Tr, G1, Gr, W). 


i=» Dtm(o, w) 
后 者 可 表 为 ( 它 为 初 基于 g1, …, gs 的 画 数 ) 
如 (mmr，C1，…，Cry，20) ， 
如 果 了 (a1,…, ar) 有 值 , 则 这 夯 数 必 有 零点 ( 因 必 有 计算 过 程 ， 而 
计算 的 乔 号 必 满 足 该 条 件 ), 而 这 画 数 的 雳 点 wo 必 满 足 前 壕 三 条 
件 ,从 而 wo 必 为 co(@1,…, ar) 的 某 个 计算 过 程 的 逢 号 ， 因 此 
wo=rti ROm, F, G1 7, Oe, WW) ， 
弃 得 oo,， 即 可 由 下 法 求 ! ( 即 co(cl， …，ar)) 之 值 : 
有 的 夺 号 为 tm (tm (0, ww)， Ww0) , 设 记 为 yo. 
最 后 一 符号 的 编号 为 : tm (tm (0, yo), yo)， 
但 该 符号 的 燃 号 又 显 然 为 31 十 5, 故 得 
1-| 进 (tm (0, yo) yo) -3 |. 


设 记 其 为 了 (wo) , 宅 为 wo 的 零 级 初等 曾 数 . 
故 得 
co(cl， ”””》 Gy) =V (wo) 一 矿 zf 尼 (m， Y， 1, "Cr, w) . 
由 此 显然 可 推 得 cokel， …，am 为 年 递归 于 1，…, 9: 的 男 数 ,于 
是 定理 得 证 . 
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这 里 的 矿 虽 是 堵 般 初等 画 数 ,但 可 加 以 改进 , 改 用 预先 选 定 的 
配对 左 画 数 4s, 其 方法 如 下 : 命 9=pPg(V 《wo)， Wo) ,上 则 % 应 满足 
条 件 ( 注 意 : w= 了 bv, Kv=Vwo=VLv): 
Ev=VLvAR(m, 7, a, Lv)=0 
AN?Ly * max NR(m, 7, i, %) 一 0， 


这 方程 的 特征 画 数 显然 仍 是 初 基 于 91，…, gs 的 图 数 ， 可 记 之 为 
Bm, 7?, 1, D9) 。 改 得 
oO (01, …，0r) =V wo= Ky 


=KrtiBlm, rr, or, *, Gr, Y). 
vv 


这 里 及 为 预先 选 定 的 带头 画 数 ,而 B 为 初 基 于 兹 gi 的 画 数 . 

因此 ,如 果 相 应 于 容许 运算 的 画 数 ( 北 9 为 部 分 递归 男 数 , 则 
几 有 定义 等 式 的 处 处 有 定义 的 历数 都 是 一 般 递 妇 丽 数 .在 特例 ,有 
下 定理 . - 

定理 2 画 数 c (cl …，ar) 为 部 分 递归 画 数 ， 当 且 仅 当 有 一 
和 定 义 等 式 ,根据 这 租 等 式 ,只 由 代入 与 替换 两 运算 便 可 以 后 计算 
出 鼓 范 数 在 有 定义 的 每 组 变 元 处 之 值 . 

证 明 ”充分 性 是 显然 的 .因为 上 面 已 诈 明 相应 于 代入 与 替换 
的 数论 画 数 是 初 基 画 数 ,从 而 由 上 上 段 精 论 可 知 ,所 定义 的 事 数 必 是 
部 分 递归 画 数 . 

必要 性 可 如 下 看 出 : 如 果 o (ct …，wr) 是 部 分 递归 画 数 , 那 
末 必 有 一 个 定义 过 程 : fo, 及 ,…, 一 0，, 使 得 每 一 个 了 或 为 本 原 
画 数 之 一 ,或 为 前 面 的 了 根据 迭 冒 或 部 分 递归 式 而 得 到 的 . 

如 果 ;为 本 原画 数 , 显然 只 用 代 和 天 《把 变 元 代 以 当时 变 元 之 
值 ) 便 可 以 得 到 之 值 (即使 对 % 十 1 说 来 , 亦 承 认 : 0 十 1, 1+1， 
2 十 1，… 的 值 是 无 条 件 地 知道 了 的 ). 

如 果 fi 由 兴 荔 而 得 , 设 六 一 fs(fs,…, fs) ,由 归 炳 假设, f，，. 
fo，…, fs 可 由 代 太 及 替换 而 算出 其 值 , 那 末 先 由 代 人 及 替换 得 
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记 ，…, fs 之 值 ,再 根据 替换 即 得 (fs，…, fs) 之 值 , 亦 即 得 到 
之 值 . 
如 果 fi 由 部 分 递归 式 而 得 , 设 
六 (ao 2 ry 0) = fa (a1 **, av， 
fila1s 7 Ors ar 十 二 一 六 (ea rl, Or, 
ca ar ol Arrls +1))), 
那 未 当 了 在 (ci，…，er) 有 定义 时 ,欲求 出 Fe …, 0v) , 可 先 在 
最 后 变 元 处 作 代 人 . 
如 果 w=0,， 则 由 第 一 式 知 其 等 于 fs,(01,…, 4r-1), 但 由 归 
稍 假 设 , f, 可 由 代入 及 赫 换 而 计算 , 坎 广 (c， cr 0) 亦 可 由 
代入 及 替换 而 得 其 值 ， 
如 果 去 0, 旧 必 有 ,使 访 《@y) 一 0(〈 间 不 写 出 其 套数 ) ,那么 
可 由 第 二 式 逐 步 计 算 下 烈 之 值 : 
Jo 0 ar))， 
0 fe har)), 
fil@i, 1 Gr folar)). 
最 后 即 可 计算 fi(Q1,…，Qy_1, cr) 之 值 ， 其 群 超 步 胀 今 不 装 述 了 . 
故 广 亦 可 由 代 人 及 替换 而 计算 之 ， 依 数学 归 炳 法 即 知 , 户 =e 亦 
可 由 代 和 天 及 替换 而 计算 之 ,于 是 必要 性 得 证 ， 定 理 从 而 得 诅 . 
根据 本 定理 , 可 对 前 面 的 若 葵 作 一 加 强 . 在 8$7 便 疼 明 ; 对 每 
个 了 元 部 分 (一 般 ) 递 归 画 数 了 wi,…, %y) , 均 可 找到 一 个 "十 1 元 
初 基 桓 数 B, 使 得 了 (名, 484，… 2) 一 在 Bo wy 四。 这 
里 下 虽 可 对 一 切 7 元 钊 归 画 数 通用 ,但 B8 却 随 了 而 更 改 . 现在 可 
以 加 强 为 下 定理 . 
定理 3 有 有 一 个 固定 的 带头 画 数 下 及 一 个 固定 的 + 十 2 元 初 
基 画 数 B, 使 得 任 给 一 个 了 元 部 分 (一 般 ) 递 归 画 数 (wi,…, 1) ， 
均 可 找 出 一 数 mm, 使 得 


338 第 五 章 ”一般 递 归 画 数 
Fw “”? 2r) 一 不 了 才 B(m, V1, "Tr, ww). 


证 明 ”由 上面 两 定理 的 证 明 可 以 看 出 ， 相 应 于 代 人 与 禁 换 的 
数论 画 数 g1,9s 是 固定 的 ,与 画 数 无关 ;而 由 前 一 定理 ,可 找 出 两 
个 固定 的 画 数 到 及 B(K 绝对 国定, B 则 依 顿 于 gi1、93) , 使得: 

fv, , C= zt Blm, m1 , Lr, W). 


当 夯 数 f 变化 时 , 仅 只 变化 了 的 定义 等 式 , 因而 只 变换 自然 数 m， 
别 的 一 概 不 动 ,定理 于 是 得 证 . 

根据 这 条 定理 ， 每 一 个 一 般 递 归 画 数 均 可 由 该 束 达 式 中 的 
决定 ， 因 此 , 在 茶 种 意义 上 襄 (的 确 , 在 有 些 书 上 便 采 用 这 种 说 法 
的 ), 画 数 到 了 tt BCm, 4，…, wr, Ww) 可 以 作为 ?元 一 般 递 归 画 数 
的 枚 举 画 数 , 相应 的 m 便 是 相应 的 画 数 的 铸 号 ， 不 过 , 我 们 知道 
这 夯 数 ( 繁 作为 多 的 画 数 ) 并 非 对 每 个 m 都 是 一 般 递归 郴 数 ， 对 
某 些 m 衣 来 , 它 为 一 般 递 归 画 数 ; 对 茶 些 m 说 来 , 它 不 是 一 般 递归 
酌 数 . 因此 ,尽管 它 包 售 了 一 切 一 般 递 归 画 数 ,我 们 是 不 把 它 当 作 
一 般 递 归 画 数 集 的 枚 举 画 数 的 《这 问题 在 第 六 章 88 还 有 群 粗 的 
讨 座 ) , 它 只 能 是 部 分 递归 两 数 集 的 枚 举 画 数 ， 

定理 人生 有 两 个 固定 的 一 元 函数 到 及 B，, 使 对 任 给 一 个 了 元 
一 般 递 归 画 数 (wi,，…, 42), 均 有 一 数 m, 使 得 

Jo) = KR ti Bpg' timop Or20。 


访 者 自己 写 出 其 诈 明 . 

上 定理 中 的 B 可 以 说 是 对 7 元 丽 数 通用 ,而 这 里 的 了 则 可 襄 
对 全 体 画 数 都 通用 (但 实际 只 就 一 元 的 一 般 递 归 画 数 而 找 通 用 的 
B 便 成 了 ). 

但 始 炎 不 能 断定 :有 没有 这 样 一 些 容许 运算 ,它们 的 相应 丽 数 
不 是 一 般 (部分) 递归 夯 数 ?借助 于 灵验 可 以 回答 说 “没有 ”, 但 这 
个 回答 有 和 否 例外 呢 ? 

我 们 是 可 以 作出 一 些 非 一 般 递 归 画 数 的 (例如 , 第 六 章 $3) ， 
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与 它们 相应 的 运算 能 否 作为 容许 运算 呢 ? 事 实 下 ,在 那些 画 数 的 定 
义 中 ,都 是 利用 了 凑合 定义 的 ,而 在 资 合 定义 中 ,其 分 别 储 必 时 所 依 
据 的 条 件 却 是 不 易 钊 定 的 (在 基 种 意义 下 还 是 不 可 能 在 有 限 步 此 
内 御 定 的 ), 因 此 ,具体 粉 出 变 元 之 值 时 ;其 画 数值 未 必 可 咎 计算 . 相 
应 于 这 种 不 能 计算 其 值 的 运算 ,一 般 应 该 认为 是 不 能 容许 的 运算 . 
因此 ,如 果 只 有 对 应 于 和 牛 递 归 (一 般 递 归 ) 夯 数 的 运算 才能 是 

被 容 兰 的 运算 , 那 末 “ 可 在 有 限 步 又 内 (使 用 容许 的 运算 ) 什 奸 算 的 
画 数 ” 便 和 和 后 递归 (如 处 处 有 定义 , 便 和 一 般 递归 ) 丽 数 等 同 . 所 
以 , “可 在 有 限 步骤 内 人 计算 ”的 画 数 能 否 看 作 咎 (一 般 ) 递 轨 画 数 
的 问题 ,等 于 于 :不 对 应 于 第 ( 一 般 ) 递 归 画 数 的 运算 是 否 窜 容许 . 


习 题 
1. 斌 明确 写 出 本 节 中 所 提 到 的 初 基 图 数 , 具体 襄 来 , 把 sble, j, a,e')， 
rp(f,e,t,e), Qi WwW), a ty Mm; W), Yar My dr W), BOm, 了) 0) 
…, ,ww) 表 成 初 基 莉 数 . 
2. 斌 求 内 对 应 于 下 列 运算 的 数论 图 数 ( 才 成 尽量 低 航 的 初等 男 数 ,其 至 
于 表 成 初 基 区 数 ): 
(1) 将 一 数 的 数字 次 序 炎 倒 (例如 把 2437 变 成 7342); 
(2) 将 一 数 的 侦 位 数字 依次 移 后 (例如 把 34372 变 成 33247); 
(3) 将 两 数 的 数字 依次 错开 , 顺序 排 成 一 数 〈 例 如 把 234 与 428 合成 
2431428). 
3. 试 就 ; 有 一 个 固定 的 初 基 贺 数 妃 ， 使 得 任 答 - 个 了 元 部 分 递归 男 数 
8 饵 有 7m 使 了 可 表 成 
(or 2 一 下 ztn 及 (2 , W., W), 
4. 同上 ,能 否 要求 吕 成 
f Cr1, °°) Lr) =R inv Blm, w, 2, *°*, to)? 
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本 节 将 于 论 这 样 一 个 问题 , 即 : 了 (%) 为 一 般 递归 男 数 与 可 作 
出 一 系 寿 使 得 “ 任 答 m, 均 有 一 数 m%, 使 得 了 (m) 一 n 可 以 证 明 "这 
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两 者 之 问 的 等 价 性 问题 . 

要 提 汉 “证明 ”, 那 必须 是 就 一 种 演 午 系 绪 而 车 , 更 明确 此 襄 ， 
要 就 一 种 公理 系统 而 早 ， 所 谓 公 理 柔 统 ，( 大 体 说 来 ) 朗 指 定 一 些 
命题 作为 不 必 证 明 的 公理 (用 以 推出 别 的 命题 , 朗 推 出 所 计 定 理 )， 
并 指出 一 些 推 演 规 则 (作为 推出 时 的 工具 ) ,这 两 步 叫 做 公理 化 , 然 
后 逐步 逐步 由 公理 而 到 中 间 命 题 , 最 后 到 所 求证 命题 (定理 ). 但 
这 只 是 大 体 上 上 的 描述 , 群 和 言论 时 还 有 好 些 概念 .好 些 事实 需要 滞 
清 ， 例 如 , 还 必须 指定 一 些 不 必定 义 的 概念 ， 用 以 定义 别 的 概念 ; 
又 如 是 否 要 把 一 切 公理 及 推演 规则 都 烈 出 ， 其 至 于 寻 辑 公理 及 如 
辑 法 则 都 要 烈 出 ,等 等 也 应 明确 规定 . 

先 就 最 后 一 个 固 题 诗 花 .部 公理 化 是 否 要 芙 彻 到 底 ? 如 果 芙 
彻 到 底 , 痢 未 就 必须 连同 滔 辑 公理 及 滔 辑 规则 ,以 至 于 肖 轩 上 的 基 
本 概念 均 须 一 一 询 出 ,以 作为 公理 、 推 次 规则 、 基 本 概念 的 一 部 分 . 
如 果 不 必 芮 彻 到 底 ， 那 来 不 但 这 些 愤 辑 性 的 东西 可 以 当 作 已 知 而 
使 用 ,甚至 于 好 些 “ 丰 证 自明 ”的 东西 也 都 可 以 当 作 已 知 而 使 用 . 例 
如 儿 千 年 来 (其 至 在 现在 ) 都 承认 欧 几 里 得 的 “几何 原本 ”是 公理 系 
统 的 一 个 典型 例子 ,但 这 个 系 硅 中 不 但 没有 把 渴 辑 内 容 公 理化 ,而 
且 连 好 些 几 何 本 身 的 内 容 ( 如 直 龙 上 的 点 的 次 序 ,若干 线 的 相 亚 性 
等 等 ) 都 当 作 已 知 而 使 用 .直到 本 世 和气 初 , 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 
才 把 欧 氏 几何 “完全 ”公理 化 , 郎 除 了 导 辑 性 的 东西 以 外 ,不 必 再 引 
用 什么 “已 知 ” 的 东西 了 ,一 切 所 引用 的 均 已 完全 列 玉 公理 及 推演 
规则 之 中 .由 此 可 见 , “贯彻 到 底 ” 与 和 否 便 影响 到 公理 系统 的 本 身 . 
如 不 要 求 贯 彻 到 底 , 有 些 系 久 很 可 以 作为 公理 系 竺 ,但 如 要 求 芙 彻 
到 底 , 这 些 系 粮 却 不 能 算是 公理 采 竺 了 . 

现在 的 一 般 数 学 工作 者 所 采取 的 态度 是 : 要 求 鞭 彻 到 底 , 但 
“到 底 ” 的 程度 有 两 种 : 

第 一 种 只 要 求 对 逮 辑 以 外 的 东西 完全 公理 化 ， 这 时 所 得 的 系 
统 趾 做 公理 系统 ， 
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第 二 种 是 要 求 事 区 内 容 及 渤 辑 以 外 的 夫 容 一 起 公理 化 .所 得 
系 社 册 做 形式 系 矿 (有 些 书 仍 哩 公理 邓 笠 ). 

这 两 要 求实 质 上 仍然 是 一 致 的 , 井 痰 有 表面 上 的 益 别 那么 大 ， 
因为 ,还 辑 的 公理 化 现在 可 以 认为 已 完成 了 ,所 得 的 便 是 一 般 叫 做 
纯 逮 辑 〈 或 莉 户 演算) .只 要 在 公理 系 葬 之 上 加 和 人 和 绩 玩 辑 ,， 便 可 得 
色相 应 的 形式 系统 了 所以, 求 某 某 学 科 的 公理 系统 与 求 芒 学 科 
的 形式 系 和 统 实际 上 是 一 回 事 ， 在 有 具体 探求 该 系统 时 ， 当 然 尽 可 至 
力 于 公理 系 耕 方面 ( 因 未 滔 辑 已 不 必 花 费 精 力 了 ), 但 就 这 里 的 计 
论说 来 , 却 并 不 着 眼 于 某 茶具 体系 烷 , 而 着 眼 于 递归 阔 数 与 形式 
(公理 ) 柔和 靳 的 关系 ,这 时 当然 以 计 论 形式 系统 为 宜 ,因为 它 把 一 切 
都 公理 化 了 , 便 可 使 得 今后 的 讨论 和 评 明 , 只 须 注 意 “ 由 公理 所 作 
出 的 推论 "而 不 必 区 分 选辑 部 分 与 非 玩 辑 部 分 了 . 因此 ,下 面 只 计 

当 一 切 都 公理 化 后 ,所 得 出 的 形式 系统 到 底 是 怎样 的 系 葬 呢 ? 
其 外 狐 , 其 结构 到 底 是 怎样 的 呢 ? 

形式 系统 有 各 种 各 样 , 可 以 包 插 很 广 , 也 可 以 包括 很 狂 ; 可 以 
结构 很 复杂 , 亦 可 以 车 构 很 简单 . 包括 很 广泛 的 ,例如 可 把 整个 数 
学 系 绩 (加 上 印 玩 辑 ) 作 为 一 个 形式 系统 ; 竺 构 很 复杂 的 , 仍 以 形式 
系统 化 后 的 整个 数学 的 系统 为 代表 , 在 其 中 不 但 概念 繁多 、 复 杂 
《例如 有 各 种 各 样 的 数 , 有 各 种 各 样 的 空间 ,有 各 种 各 样 的 画 数 ,还 
有 各 种 各 样 的 算 子 , 等 等 ) ,而 且 新 概念 源源 而 来 (每 当 某 方 程 有 根 
时 便 引 进 一 个 新 画 数 或 新 的 数 ) ,这样 的 形式 系统 可 算 粘 构 够 复杂 
的 了 ; 另 一 方面 , 包括 很 狭 的 以 及 车 构 很 简单 的 可 以 用 只 含 0、1 
二 元 素 的 布尔 代数 为 代表 . 

我 们 还 须 定义 证 明 过 程 .形式 定理 a 的 征明 过 程 可 如 下 定义 : 
发 有 一 系列 公式 o1,，…, am， 宪 具有 下 列 性 质 : 

) 各 或 者 是 公理 之 一 ， 
(2) 各 ww 或 者 是 提前 面 的 ws， as，…， oaw 根据 一 个 推理 规则 
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而 推出 的 ， 、 

(3) 最 未 - :个 公式 om 即 是 形式 定理 w 本 身 ， 
则 这 系列 公式 : aa，…，cm 便 吓 做 a 的 证 明 过 程 ， 

显 见 , 证 明 过 程 的 上 述 定义 和 一 画 数 的 定义 过 程 及 一 贾 数 的 
计算 过 程 的 定义 完全 类 似 , 黄 至 可 以 说 本 质 上 是 同一 类 过 程 ， 

在 一 定 的 笑 号 之 下 ,将 有 一 画 数 轻 (2) 来 列 划 公理 , 即 : 

2 为 某 公 理 的 短 号 , 当 且 仅 当 (2) =0， 
又 有 一 而 数 gi《w1，…，%n, 3) 来 列 划 推理 规则 已, 部; 
由 稀 号 为 委 ，…,，%, 的 公式 可 根据 规则 六 而 推 
出 独 号 为 Y 的 公式 ， 当 且 仅 当 GO ,x,y) 二 0. 

显 见 ，m(z) 与 上 节 的 定义 等 式 柔 的 稀 号 m 相当 , 画 数 gi(V1, *, 
2，9) 与 上 节 的 画 数 9 相当 , 仿 上 节 的 诗 花 , 即 得 : 

定理 1 设 有 一 形式 系 综 ,其 中 用 以 剂 划 公理 的 芳 数 为 m (x) ， 
而 到 划 推理 规则 的 范 数 为 9:， 如 果 在 该 柔和 统 中 能 够 推出 一 条 形式 

定理 

: (cb wn) =—1, 
则 f(g81，…， 2) 必 为 咎 递归 于 mr 及 攻 09 的 图 数 ， 

在 实际 的 例子 中 , m(z) 及 gi(%) 均 为 一 般 递 归 豆 数 . 如 果 2 
为 公理 的 篇 号 或 否 , 是 不 能 用 一 般 递 归 琅 数列 划 的 ,或 者 推理 规则 
所 对 应 的 画 数 不 是 一 般 弟 归 画 数 ， 著 末 该 系统 通常 是 不 呀 做 形式 
系统 的 ， 因此, 凡 由 实际 的 形式 系 般 所 能 计算 的 画 数 都 是 秆 递归 
(一 般 递 归 ) 画 数 . 

优 上 节 讨 论 , 还 可 推 得 下 述 精 果 : 

定理 2 定 递 归 ( 一 般 递 归 ) 夯 数 必 可 在 形式 系统 中 年 计算 . 邹 ， 
如 果 (m1，,…, %,) 为 呈 递 归 画 数 , 则 必 可 作出 一 个 形式 系统 ,使 得 
当 f 在 (zx …， ) 处 有 定义 时 , 在 这 形式 系 料 中 可 以 证 明 /wa， 
pg) 一 LL 为 自然 数 ) 形 的 定理 . 

这 定理 可 以 如 下 证 明 : 
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如 果 矿 o 入) 为 部 分 递归 两 数 , 弄 未 可 以 乒 出 了 的 -一 个 
定义 过 程 ( 申 林原 阔 数 出 发 ,经 过 泛 芙 及 部 分 递归 式 而 作 的 了 了 的 定 
义 过 程 )， 姐 把 这 定义 过 程 中 各 定义 式 〈 各 中 介 画 数 的 定义 式 ) 完 
全 列 出 , 那 末 只 用 代 人 及 替换 两 运算 便 可 以 牢 计 算出 了 的 值 , 序 当 
其 值 存 在 时 可 以 推导 出 
f(a, pv ar) 一 
形 的 等 式 了 .由 于 这 点 考虑 , 可 以 作 一 个 形式 系统 ,在 其 中 可 以 对 
(car) 一 到 
的 公式 (如 果 存 在 的 话 ) 葵 出 证 明 . 
这 形式 系统 可 具体 地 作出 如 下 : 
第 一 ， 各 成 规则 部 分 . 
(一 ) 原子 项 : 
(1) 变质 用 wy， %,… 表示 . 
(2) 常 项 0, 1, 2, 3，…. 
(每 一 记号 (自然 数 ) 作 为 一 常 项 ,) 
(二 ) 原子 公式 (无 )， 
(三 ) 醒 数 只 用 常 业 数 ， 根 据 定义 过 程 所 需 的 中 介 画 数 而 
定 , 表 成 方 , 户 ， ………， 廊 , …， 寿 约定 以 有 表 所 定义 的 阁 数 了. 
(四 ) 亢 词 ”只 用 常 油 蛮 “ 一 ”表示 “等 于 ”. 
(五 ) (天 ) 联结 词 及 量词 不 用 . 
(七 ) 复合 项 及 公式 : 
{1) 原子 项 为 项 ， 
(2) 如 果 天 为 各 元 汞 数 ， 而 生 ,…, 6 为 NW 个 项 , 则 
万 各 为 项 ， 
(3) 如 果 与 、8 为 项 , 则 6 一 台 为 公式 ， 
(4) 所 再 项 及 公式 即 限于 此 . 
第 二 ， 推 理 规则 部 分 . 
(一 ) 公理 ”把 中 介 画 数 的 定义 式 都 作为 公理 ,此 外 还 加 太一 
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公理 二 一 上 
(二 ) 推理 规则 “共有 如 下 三 条 (符号 "上 一” 读 作 “ 扒 出 六 : 
(1) (代入 ) az) 上 一 ax(o) . 
这 里 wz) 为 一 个 含有 原子 变 项 的 公式 ， 而 x(c) 为 在 a 中 
把 各 2 均 代 以 4 的 车 果 . 
(2) (替换) =n, a(6) 上 一 a (7). 
这 里 a(&) 为 一 个 合 有 项 的 公式 ,而 am) 为 把 ac( 中 某 个 
$ 代 以 Fm 的 业 果 . 
(3) ( 左 等 换 ) 上 一 7， 上 = 上 一 7 一 《. 
(三 ) 形式 定理 ” 同 前 定义 . 
这 个 形式 系 租 无 疑 是 把 从 的 定义 式 ( 委 中 介 画 数 的 定义 式 ) 
而 计算 了 的 计算 过 程 加 以 形式 化 的 糙 果 . 弃 然 当 画 数 f 有 值 时 只 
用 代 大 及 替换 便 可 以 计算 的 值 ， 那 末 任 给 w，…，cr， 在 这 形式 
邓 鞍 中 必 能 证 明 出 fc:，，…，ow) =? 形 的 形式 定理 . 
“可 在 有 限 步 屋内 ,根据 容许 运算 而 定 计 算 ”及 “可 在 其 个 形式 
系 葡 中 站 计算 ”这 两 概念 , 一 般 认 为 是 很 广泛 的 , 这 两 个 很 广泛 的 
概念 都 证 明了 与 中 递归 画 数 相等 价 , 因此 , 印 青 (A. Ohureh) 便 提 
出 一 个 假说 ,认为 此 外 再 没有 可 御 计 算 的 画 数 了 , 我 们 称 其 为 “ 印 
吉 论 题 ”可 严格 叙述 如 下 : 
印 吉 论题 ”可 秆 计算 (或 能 行 可 秆 计算 ) 的 数论 丽 数 与 年 递归 
丽 数 等 同 ; 从 而 ,处 处 有 定义 的 可 计算 (或 能 行 可 计算 ) 的 数论 丽 数 
便 与 一 般 递归 函数 等 同 ， 
关于 这 个 论题 是 没有 证 明 的 ， 因 为 “可 (和 咎 ) 计 算 ” 或 “能 行 可 
( 宇 ) 奸 算 ” 的 概念 不 是 数学 的 概念 . 这 个 论题 只 能 看 作为 根据 狼 
验 所 作 的 猜测 ,或 者 看 作 是 对 “可 ( 咎 ) 计 算 ” 这 个 概念 的 一 个 假设 . 
站 到 目前 ,还 未 发 现 这 个 论题 的 反例 , 故 市 印 吉 论题 被 大 多 数 的 数 
理 沅 辑 工作 者 所 采用 . 不 过 , 猎 没 有 炙 过 证 明 , 自然 不 能 算 作 是 定 
理 , 而 且 也 不 能 保证 将 来 不 出 现 反 例 ， 因 此 , 凡 引 用 印 吉 论题 的 地 
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方 部 标 以 “根据 邹 吉 论题 ”学 样 ,本 书 也 这 样 做 ; 当 发 现 其 反例 而 放 
充 “ 地 吉 论 题 ” 时 , 也 便 可 极 易 修 收 有 关 的 精 论 . 


习 是 


就 作 计 算 *"y 的 形式 柔和 统 , 疗 在 其 中 推出 “34= 12” 一 式 . 
试 作 计 算 [Y 2 ] 的 形式 系统 ,并 在 其 中 推出 “[V 弹 ] 一 多 一 式 . 


(1 
(2 


> ~ 


第 关 章 ”递归 生成 的 酚 数 集 


$1 控制 印 数 

定义 ” 设 有 一 画 数 集 4, 再 设 g(t, %) 对 上 和 2 均 不 碱 . 如果 

在 集 4 中 任 了 到 一 范 数 (vw1,，…, tw) , 恒 存 在 有 两 数 如、&, 使 得 : 
Fo eo, Pn) Sgto, max(a, 1, ***, Tn)), (*) 

则 称 9(t, %2) 为 4 的 控制 图 数 . 

注意 : 这 里 要 求 9 人 %) 对 t+ 和 4 均 不 减 ， 如 果 原 给 的 g(ti, 4) 
工 非 不 减 画 数 , 则 可 代 以 max max 9(t ,92), 因 此 这 个 要 求 一 般 说 来 
极 易 满足 .既然 9 为 不 减 画 数 , 显 见 如 和 4 均 可 换 为 max (to, 4). 
因此, 下面 永 假定 所 找 出 的 两 数 是 相同 的 , 设 记 其 为 to. 

定理 1 如 果 画 数 集 4 含有 后 继 画 数 8w, 且 对 和 迭 革 封 闭 , 则 4 
的 控制 画 数 ,作为 44 的 二 元 画 数 时 ,不 可 能 届 于 4. 

征明 ”如果 g(t, 2) 属于 4, 则 Sg (ts) 也 属于 4, 且 应 可 找 
出 to, 使 得 

Sgl(t, w) <g(to, max{to, t, £)). 
今 对 二 和 均 代 以 各, 将 得 
Sy (加 ， 加 ) <9 (to, to) 

的 矛盾 千 果 . 定理 得 证 ， 

当 4 为 递归 生成 的 丽 数 集 时 , 其 控制 丽 数 常 可 利用 下 法 而 得 
到 : 

如 果 4 的 开始 夯 数 为 41,，…， 4 ,而 对 渤 甘 和 算 子 41,，…*， Ok 
封 了 用; 又, 如 果 龙 找 出 一 不 减 画 数 9g (i, 2) 满足 下 列 条 件 : 

(1) 对 每 一 4 均 有 如 , 使 得 条 件 (*) 对 4; 成 这; 

(如 果 对 于 4 及 肪 , 均 有 刀 、 刀 ,使 得 (*) 对 4、 对 及 成 立 ， 
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则 也 有 如 使 (*) 对 4(B1，…，B) 成 立 ; 
(3) 在 (2) 的 假设 下 ,也 及 ， 使 必 ) 对 a (2 …，Bm) 成 立 ， 
那么 ,9(t, 4) 便 是 该 递归 生成 的 画 数 集 4 的 控制 画 数 ， 
如 果 生 成 算 子 a1，,，…， G1 满足 一 定 的 条 件 , 旧 控制 贡 _ 数 更 易 找 
出 ， 
定义 ”如 果 有 一 不 减 画 数 G(y, z) , 使 得 : 
jsSG( maxj oo)) (f 中 可 含有 参数 ,这 时 G 也 含有 )， 
则 喜 “是 有 界 算 子 ， 并 以 Gly, 为 界 , 9 (y, 芒 丰 做 “的 办 (对 一 
般 的 (8, m, 中 型 算 子 ,也 有 类 似 的 定义 ,这 里 不 予 准 让 ) 
今 哉 寻 论 由 有 界 算 子 递归 生成 的 画 数 集 . 
定义 ”如果 Je …， 2 雯 gl 9) 永 鞭 , 则 诉 了 被 g 
所 控制 . 
定理 2 疏 夯 数 集 4 是 利用 迭 置 及 有 界 算 子 从 某 些 开始 画 数 
而 递归 生成 的 , 如 果 4 的 每 一 个 开始 画 数 及 它 的 每 一 个 生成 算 子 
的 界 都 彼 集 Y 中 某 一 个 不 减 夯 数 记 控制 , 而 Y 对 失语 狸 闭 ， 划 4 
中 每 一 个 画 数 都 稚 Y 中 某 一 个 不 减 丙 数 所 控制 . 
卫 明 ”在 4 中 任 取 一 丽 数 (zi, …, wn). 
如 果 是 开始 画 数 , 依 假 设 , 它 冤 VvV 下 某 一 不 减 夯 数 所 隆 制 
如 果 是 由 迭 辣 而 得 ,发 
了 (ol， - wv) = A(B! (m1, 2 wr), “ Bn (1, ， rz) ) ， 
依 归 熏 假 部 ,YY 中 有 不 减 画 数 4 及 B', 使 得 
A(wi, 1, Wm) SA (PI ,Pm) ， 
Bi(w1, 条) EBi (Wy, os Ws) GG=1,2,.', m), 
那么 ,显然 有 
fw1, 1 Wr) EA BI (V1, 人 Br (K1, 1, Lr)), 
后 者 为 不 减 丁 数 且 在 Y 中 (由 于 Y 对 和 迭 置 是 封闭 的 ) . 
如 果 了 是 由 有 界 算 于 所 生成 的 , 设 有 (wm) = a glw,m) ， 依 定 
义 有 G 使 /满足 条 件 
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f (wi, "°°), 2 SG (1, max 9 (%, V1, ***, 2r) 中 
依 归纳 假设 ,Y 中 有 不 减 测 数 人 GY' 及 g', 使 得 G(y, z) 志 G'(y, z) 


g (%, V1, "0° vr) Sg9'(%, V1, dr) ， 


从 而 
max g 0D Ln) SI (ty 2 1) (由 于 9 不 减 ). 
显然 亦 有 . 
Jo 二 9 (oa V1, ,Vn)), 
后 者 属于 Y 且 为 不 减 画 数 . 
依 数 学 归 攻 法 ,本 定理 得 证， 
由 这 定理 可 内 ,要 对 由 有 界 算 子 所 生成 的 画 数 集 找 控制 画 数 ， 
只 须 使 用 迭 秆 便 可 作出 了 . 
推论 ”如果 有 不 减 画 数 &(z) , 使 得 对 一 递归 生成 集 的 开始 画 
数 本 及 各 生成 算 子 的 界 Gito, 2) 襄 来 , 乙 有 oa, 使 得 
Ai(wi, 0 Sh(max(o, wi, *, Ps) ) ， 
Gy(%, 2) Eh(max (oe, w, 2 ) ， 
则 9y( 2) 二 如 (w) , 序 为 该 递归 生成 集 的 控制 丽 数 . 
注意 : 这 推 葵 是 以 前 对 各 琢 初 等 画 数 集 找 控制 画 数 的 方法 的 
推广 ， 
作为 二 元 夯 数 ,控制 画 数 9 (i,s) 尽 管 一 般 不 属于 原 丙 数 集 , 但 
对 于 每 个 固定 的 如 g(t, x) 却 很 可 能 属于 原画 数 集 (一 般 博 形 也 确 
如 此 ) .因此 引入 : 
定义 ”如 果 g9(t, 2) 为 面 数 集 4 的 控制 档 数 , 且 对 每 个 固定 的 
t 襄 来 , 9(t, 2) 均 属于 4, 央 栅 数列 {g(t, 2)} (i=0, 1 …) 称 为 
4 的 控制 骨干 . 
定义 ” 屋 画 数 集 4 的 生成 算 子 为 w,， 如 果 对 夯 数 集中 每 个 画 
数 了 说 来 , 恒 可 找 出 一 个 数 #, 使 得 (& 指 a 的 模 算 子 ) 
fe, 01 7 Vr) SIF max(y, 0 wn)), 


则 g(t, 2) 称 为 画 数 集 4 的 副 控 制 夯 数 ，、 如 果 对 于 每 个 固定 的 1， 
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9 (7) 但 属于 4, 则 {9g (i 2)} (1 一 0, 工 …) 称 为 4 的 副 控 制 骨 于 . 

定理 8 设 {91(?)} 为 夯 数 集 4 的 副 控 制 骨 干 ,并 且 4 为 由 开 
始 务 数 轻 过 迭 置 及 若 寺 算 子 a1,…, a 而 作成 的 ; 邻 以 原 开 始 画 
数 、 画 数 max 及 go, 9 …， 9 为 开始 画 数 , 经 过 和 迭 贰 及 加 限 算 子 
cr …， 如 作成 的 夯 数 集 放 为 Y9, 则 4 等 于 诸 Y4 的 井 集 ,部 

4 一 LV 一 V(0 十 了 十 VC 十 

川 明 ”每 个 VW 的 开始 画 数 在 4 中 , 而 4 又 对 渤 置 及 加 限 算 

子 % 封 半 , 故 知 任 一 V@ 均 包含 于 4 中 ,从 而 
USs4. 

在 4 中 任 取 一 曾 数 (v1,…, zr) , 它 必 有 一 个 定义 过 程 . 说 
其 定义 过 程 为 万, 及, …, fm( 一 有 ,其 中 使 用 上 次 算 了 于 a; 捍 发 
每 次 使 用 算 于 4 时, 相应 的 模 志 go 人 = 二 2,…, 有 )( 因 {gi:(2)} 
为 副 控 制 骨 干 )， 取 smax (ob , 今 放 了 必 在 V 中 . 

fo 必 为 4 的 开始 画 数 , 故 在 每 一 VW 中 ,从 而 也 在 Ye 中 ， 

今 设 0, 及 ,，…, fri 均 在 Ye 中 ,而 来 讨论 到. 

如 果 fi 为 开始 画 数 ,由 上 所 知 , 它 在 Y% 中 、 

如 果 天 为 由 前 面 的 若干 个 了 狼狗 置 而 作成 , 依 归 秩 假设 , 前 
面 的 若干 / 均 在 Ve 中 ,又 因 Ve) 对 兴 置 封闭 , 故 户 必 在 Ye) 中。 

如 果 六 为 由 前 面 一 个 户 沟 算 子 w 作成 , 则 有 

je(zu 0 

而 a 之 模 gv (max (v1, …， wr) ) ( 芹 衣 为 w), 故 得 

| = a fr (Wi1, ,Prt, Y). 


Y(t, Sr) 


倒 归 和 硝 假发 , 户 在 V3 中 ; 双 因 gr 及 max 在 Vo 中 ( 因 w<s) ， 
而 Ye 对 加 限 算 子 和 硅 于 , 故 w 因而 太志 在 Ye 中 。 
傅 数 学 归 策 法 ， 思 一 7 必 在 Yo 中 ,但 了 为 4 中 任 一 夯 数 ， 
故 知 
4SUY%. 
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合并 上 两 结果 ,得 
4=UVe， 
定理 得 着 . 


一 般 说 来 , 加 限 算 子 均 为 初等 算 子 因此, 一般 地 说 , 合 平定 
理 8 的 条 件 的 递归 生成 集 均 可 分 解 为 初等 画 数 集 的 并 集 . 

当 a 为 原始 递归 式 时 (这 时 副 控 制 画 数 和 控制 画 数 同 ) , 可 以 
很 简单 地 作出 控制 骨干 {9:}, 而 Y® 也 可 很 简单 地 取 % 为 开始 画 
数 (无 顷 繁 取 go,，…, 9-1 及 max 为 开始 函数 ) .其 说 关内 容 邻 不 
准 述 ,读者 可 自行 探求 . 


习 是 
1. 把 本 节 中 未 详 灵 证 明 的 定理 答 予 腾 翻 证 明 . 
323， 具体 指出 : 为 什么 以 前 对 各 断 初 等 画 数 集 所 巷 的 控制 落 数 的 方法 是 - 
这 里 找 控制 酌 数 方法 的 特例 ， 
3， 诚 作 初 基 效 数 集 ,各 般 初 等 画 数 集 和 原始 递归 画 数 集 的 控制 骨干 . 
4， 和 初等 图 数 集 有 无 副 控 制 骨 干 ?为 什么 ? 
5， 就 证 :原始 递归 本 数 集 的 副 控制 骨干 朗 为 其 控制 骨干 ， 


S 2 襄 为 生成 国 数 集 的 枚 举 

定义 设 4 为 nn 元 画 数 和 集 ， 如 果 有 一 个 mn 十 1 元 的 责 数 
9 4t, wm1 ,tn) ,使 得 :图 数 了 wi， …, zw) 属于 4 当 且 仅 当 至 少 
有 一 数 如 满足 

f (L1, op) = gto, 1, ***, Vn) ， 

则 9 称 为 4 的 枚 举国 数 , 加 称 为 在 枚 举 画 数 g 之 下 f 的 篇 号 . 

按照 上 述 定义 ， 枚 举 画 数 g 必须 具备 两 条 件 . 第 一 ， 枚 举 无 
遗 , 即 4 中 的 夯 数 恒 可 表 成 Jip，0，…，) 之 形 ;第 二 ,不 多 枚 
举 , 即 任 取 一 自然 数 如 , 则 gt gr， …， gr) 必 在 水 中 , 亦 部 不 会 
枚 举 4 以 外 的 画 数 . 有 好 些 书 上 只 要 求 第 一 个 条 件 , 工 不 要 求 第 
二 个 条 件 , 读 者 必须 注意 这 两 定义 的 区 别 . 
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当然 ,对 枚 举 画 数 的 定义 尽 可 有 所 不 同 , 但 作者 党 得 ,定义 作 只 
满足 第 一 个 条 件 的 “ 枚 举 画 数 ” 是 不 大 合用 的 .这 时 ,任何 画 数 集 
的 榴 举 画 数 都 极 易 找 出 : 把 一 切 公 式 (或 把 字母 的 一 切 有 限 序列 ) 
加 以 枚 举 便 成 了 ， 因 为 任何 小 的 夯 数 均 可 表 成 字母 的 有 限 序列 ， 
因而 迟早 必 丢 枚 举 到 ,但 不 能 保证 所 枚 举 的 此 是 水 中 的 画 数 . 的 
确 , 所 枚 举 的 有 4 以 外 的 夯 数 ,有 不 是 画 数 的 数学 对 象 , 英 至 有 训 

意义 的 符号 系 烈 ， 扁 间 , 这 样 的 枚 举 藩 数 有 合用 处 呢 ? 因此 应 
该 要求 枚 举 画 数 9 在 枚 举 时 话 没 有 和 遗 漏 ， 也 不 参 杂 有 “不 相 于 的 
东西 . 

但 是 ,这 里 提 不 要 求 : 每 个 画 数 只 和 容 枚 举 一 次 ， 换言之 ,对 小 

中 每 个 了 (wt,，…, Lr) ,要 求 至 少 有 一 数 如 使 得 

f (m1, a) = 9 (to, V1 ,Vn) . 
但 很 可 能 还 有 其 他 的 数 满足 此 关系 ， 基 至 可 能 有 无 穷 多 个 这 样 的 
数 ( 即 了 可 被 枚 举 无 穷 多 次 ) . 这 是 可 容许 的 ， 

表面 看 来 , 似乎 4, 的 枚 举 画 数 将 随 冯 的 变化 而 大 大 改变 , 但 
实际 上 却 并 非 如 此 ， 

定理 1 如 果 画 数 集 4 含有 配对 夯 数 29、 五 、 卫 ， 则 对 于 任 答 
两 正 整数 mm 、2，4dw 的 枚 举 画 数 与 小 的 枚 举 夯 数 恒 可 彼此 定义 . 

证 明 只 须 亦 明 ， 对 任何 正 整 数 双 属 来 ,水 的 校 举 画 数 恒 可 
与 41 的 枚 举 夯 数 互相 定义 ， 

设 小 的 枚 举 画 数 为 gt oa …， go) ,而 小 的 榴 举 画 数 为 
hQ,w); 如 果 9 已 沟 作 出 , 仿 作 疡 如 下 :在 水 夫 任 到 一 责 数 f(z)， 
FCTon CPi, 02a，…， zx) ) 必 是 小 内 的 画 数 ; 故 应 有 如 使 

f Tan (V1, Pa, ,Vn)) =9(to, C1, Tn-1, On) ， 


故 
太一 让 (0 0 0, 2)) ~—g(to, 0, ,0, 2). 
故 及 可 由 g 而 定义 ,她 h(t, %) ==g(t, 0， 0, 2). 
反之 ， 敲 站 已 作 出 ， 则 9 可 如 下 作出 : 在 4 内 任 取 一 画 数 
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ft, ,ta), NF) = LER" ys, LE sy, LKz, Le) ed 
是 4 内 的 两 数 , 故 应 有 如 使 

f"' (8) =h(to, 2), 


oa， **, wn) = fpg9"0r On 


f(t1, 1 tn) = h(to, POV wn) . 
所 以 取 g(t, 2， po) 一 有 pg"0w1…zn) 加 可 .定理 得 证 . 

由 这 定理 可 见 ， 对 于 任何 一 个 n%， 只 要 把 水 的 枚 举 画 数 研究 
清楚 了 , 则 别 的 4o 的 枚 举 画 数 也 容易 得 到 了 .当然 以 小 的 枚 举 
函数 为 最 易 研 究 , 也 最 值得 研究 ， 

上 面 定 义 的 枚 举国 数 是 只 就 变 元 个 数 相 同 的 画 数 集 而 花 的 . 
当然 ,如 果 各 图 数 的 变 元 个 数 不 同 ,但 最 多 只 有 % 元 , 旧 (3 引 入 广义 
么 图 数 后 ) 可 把 各 画 数 都 看 作 色 元 画 数 ,从 而 仍 可 当 作 双 元 画 数 集 
看 待 醒 加 以 枚 举 ， 但 各 醒 数 的 变 元 个 数 温 有 上 界 时 ,这 种 ( 引 大 广 
义 么 画 数 的 ) 办 法 行 不 通 , 这 时 似乎 可 能 该 画 数 集 疲 有 枚 举 画 数 ， 
实际 上 不 然 ,只 要 引信 配对 画 数 , 仍 可 定义 出 它 的 枚 举 画 数 ， 于 是 
引 和 人 下列 的 定义 : 

定义 ”发 有 一 画 数 集 4 及 一 丽 数 g(t, 7x) ,如果 任 一 % 元 
图 数 Fez，…，2) 之 属于 4 当 且 仅 当 有 加 使 得 

了 0 0 一 29"00， +e, Pn) ， 
则 9 叫做 函数 集 4 的 枚 举 夯 数 ,而 为 叫做 在 改 举 西数 9 之 下 %% 元 
画 数 /的 辐 号 . 

注 章 : 这 个 图 数 实 即 4 的 枚 举 画 数 ， 

定理 2 集 4 中 的 夯 数 处 处 有 定义 当 且 仅 当 集 4 的 榴 举 丽 数 
9(t, 0 是 处 处 有 定义 的 ， 

证 明 ” 许 然 对 每 个 忆 g(t, %) 均 局 于 4, 因而 对 每 个 2 均 有 定 
义 ;好 对 每 租 (t,w), 9 均 有 定义 ,必要 性 得 证 ， 至 于 充分 性 也 是 显 
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然 的 ， 于 是 定理 得 证 . 

定理 3 如 果 画 数 集 4 含有 本 原画 数 , 对 泛 吐 封闭 , 其 中 各 画 
数 处 处 有 定义 , 则 4 的 枚 举 画 数 9 (5 %) 本 身 及 Ng(t, %) (作为 二 
元 画 数 ) 均 不 可 能 属于 4. 

证 明 ”4 的 枚 举 画 数 9(t, w) 显然 处 处 有 定义 ,如 果 它 (作为 
二 元 责 数 早 ) 又 属于 4, 因 4 中 有 后 继 尔 数 ( 它 是 本 原画 数 之 一 ) 且 
对 兴 置 对 并, 故 9(5 w) 十 1 也 属于 4; 再 作 迁 管 , 9g (wm, w) 十 1 也 属 
于 4, 从 而 属于 41， 同 理 , 如 Ng(lt, 2) 属 于 4, 则 Ng(w, z) 也 属于 
41， 因 9(i, 2) 辐 时 又 为 小 的 术 举 画 数 , 故 必 有 如 及 与, 使 得 

g (to, 2) =g9(%, 2)+1, 
glti, 2) =Ng (ly, 由. 

邻 全 v= 克 及 vw~ 碳 , 因 g9($,2) 处 处 有 定义 , 即 得 矛盾， 故 知 g(i,%) 
及 Ng (it, 4) 不 可 能 属于 4， 定 理 得 证 . 

根据 定理 2 和 定理 3， 立 郎 推 得 : 

定理 4 对 于 包含 初 基 画 数 集 的 画 数 集 4 (如 初 基 画 数 集 、 各 
圾 初等 画 数 集 、 原 始 递归 画 数 策 以 及 一- 般 递 归 夯 数 集 ) 裔 求 ,其 枚 
举 图 数 g(t, 4) 以 至 g(%, 四 不 可 能 是 准 4 集 画 数 

特别 重要 的 是 下 列 的 特例 : 

定理 5 一 般 递 归 画 数 集 的 枚 举 画 数 ,作为 二 元 画 数 ， 不 可 能 
是 一 般 递归 画 数 ; 亦 即 这 个 画 数 集 不 可 能 用 一 般 递 归 画 数 来 枚 举 . 

证 明 ”如 果 它 有 枚 举 画 数 , 则 获 裤 举 丽 数 必 是 处 处 有 定义 的 ， 
其 次 ,这 个 画 数 集 是 含有 淆 器 及 本 原画 数 的 , 故 其 枚 举 画 数 必 不 能 
属于 该 集 本 身 , 即 必 不 能 是 一 般 递 旭 丙 数 ,从 而 定理 得 证 . 

注意 : 年 递归 画 数 集 的 枚 举 画 数 却 可 以 是 牛 递归 画 数 . 雍 者 
就 述 其 理由 . 

这 样 ,可 以 很 容易 地 便 把 这 条 非常 重要 的 定理 证 明 出 来 了 (其 
重要 性 到 下 面 对 论 御 定 辣 题 时 可 以 知道 ). 

不 过 ,定理 5 还 只 是 消极 的 结果 , 它 只 断定 没有 什么 什么 性 质 
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的 校 举 两 数 . 会 不 会 根本 没有 枚 举 画 数 呢 ? 定理 5 对 此 振 未 回 
答 . 同样 ,对 于 其 他 各 种 画 数 集 也 可 发 生 同 样 的 问题 . 

下 面 将 证 明 : 对 于 相当 广泛 的 一 类 图 数 集 说 来 ,其 枚 举 丽 数 是 
存在 的 ,而 且 一 般 说 来 ,该 枚 闪 轴 数 还 是 很 容易 求 出 的 ， 

定理 6 如 果 4 是 递归 生成 的 汞 数 集 , 含有 配对 画 数 20、 拟 、 
工 , 那么 4 的 裤 举 画 数 g(t, 2) 必 存 在 , 且 可 用 含有 宛 的 生成 算 子 
0 的 参数 变异 的 单 重 递归 式 来 定义 苞 ， 

征明 ”由 上 所 论 ,g(t, 2) 也 就 是 小 的 枚 举 责 数 ， 

我 们 知道 ,根据 标准 生成 方式 ,4 可 以 如 下 租 成 : 

由 开始 画 数 Lz 及 某 一 个 4(w) 出 发 , 藉 过 (1,1) 送 置 及 生成 算 
了 于 & 而 作成 。 这 时 的 枚 举 画 数 g(t, %) 可 如 下 定义 : 


Le, 当 1 一 0 时 ， 
Alw), 当 t 二 1 时， 
g(t, 0) 和 二 |,2)), 当 i>2 且 为 偶数 时 ， 
ag([ | ,9)， 当 t>2 且 为 奇数 时 . 
可 以 证 明 : 


(1) 任 答 记 则 g(t, 2) 恒 为 4 中 的 画 数 ; 

(2) 任 答 4 中 一 面 数 (4%) , 恒 有 二 使 得 9(t, 0) 一 了 (2). 

人 的 永明 极 易 . 因 9(0, x)、9(1, 2) 为 小 中 的 图 数 ; 其 次 ， 
如 果 ( 强 归 菏 假设 ) 当 tt0 时 g(t, 2) 均 为 小 中 的 画 数 , 则 不 洽 
to 为 奇 或 偶 , 由 定义 式 中 第 三 、 四 两 个 式 子 可 知 g(to, 2) 必 为 小 中 
的 面 数 , 故 知 对 于 每 一 个 i, g(t, wz) 作为 2 的 图 数 说 来 均 为 小 中 
的 画 数 . 

(2 的 证 明 如 下 : 任 取 41 中 一 画 数 /oO ， 它 弃 是 4: 中 的 画 
数 , 必 有 一 个 定义 过 程 。 识 其 定义 过 程 为 : 

fol®), Fil®), Fat) ,1 Fn), fnlt) (=—f (2)). 

这 里 的 fo 必 是 开始 画 数 , 故 存 在 所 求 的 站 事实 上 , t=0 或 1),， 伟 
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设 ( 强 归 二 假 坑 ) 由 方 直到 fi_i 均 存 在 所 求 的 1, 再 谭 渝 广 . 
如 果 天 为 开始 画 数 , 央 当 然 有 所 求 的 二 如果 广内 (1, 1) 泛 
置 而 得 到 , 坑 
fi=fs(fr(®)) (s, 7<i), 
埋设 ( 归 稍 假设) f,=g (ls, 2) 、fr=9 (tr, 2), 央 由 g(t, wx) 的 定义 
式 中 第 三 式 显 见 : 
9 (2pg ts, t,) +2, +) =g (Kpg ts, t), g (Lpg (ts, tr), 2)) 
=—g(t,, g(tr, £)) 
=fs (fr(%)) =fi(2). 
故 可 知 , 相应 于 fi 的 所 求 的 t 为 2pg (bs 寻 ) 十 2. 如果 方 是 由 算 
子 a 而 得 来 , 设 
fils) = a fr(y) (ri), 
村 设 (归纳 假设 ) f(z) 一 g (tr, 2) , 旧 由 9(t, 4%) 的 定义 式 中 的 第 四 
式 显 哟 
98(2 四 十 3，0) 一 9 (tr， y) 
一 ,fr(®) 
一 户 (z) ， 
故 知 相应 于 天 的 所 求 的 二 为 2 十 3. 
由 数学 归 贰 法 而 知 ,对 一 切 i(1<<i<n), 相应 于 所 (w) 均 有 所 
求 的 从 而 可 知 ， 对 所 (9) (=f (%)) 也 有 所 求 的 志 故 断 言 (2) 
从 而 ,上 式 所 定义 的 阔 数 9(t, $) 确 是 小 的 (因而 是 4 的 ) 榴 
举 画 数 ， 易 见 , 9 的 定义 式 是 以 上 为 递归 变 元 的 参数 变异 单 重 递 
归 式 , 且 其 中 出 现 算 子 a 
当 到 a 为 众 ，、i 吉 及 iny 时 ， 便 可 得 出 各 般 初 等 丽 数 
集 、 原 始 递 归 画 数 集 , 秆 递 归 画 数 集 的 枚 举 丙 数 . 
特别 值得 提出 的 是 ， 原 始 递 归 夯 数 集 的 枚 举 画 数 可 如 下 定义 
(4(o) 为 适当 的 开始 画 数 ) : 
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Ly, 当 {=0 时 ， 
42， 当 t=1 时， 

g(t, %) 一 s(K| 2 ],g(T| 2 1,)), #2 日 为 偶 半 时， 
,人 当 1>2 且 为 奇数 时 . 


这 里 ， g(t， 2) 的 定义 式 是 关于 t 的 参数 变异 单 重 递归 式 , 不 过 ,其 
中 出 现 的 算 于 地 却 作用 于 彼 定义 的 画 数 9, 而 业 果 所 得 的 gt,4) 
以 及 Ng(t, 四 不 再 是 原始 递归 夯 数 ,而 是 二 重 递归 夯 数 .足见 ,对 
于 有 算 子 的 递归 式 ,尽管 它 仍 是 原始 递归 的 算 子 ,只 要 不 是 初等 算 
子 , 其 业 果 所 得 的 画 数 却 可 以 越 出 原始 递归 画 数 集 以 外 . 访 者 可 
把 初 基 画 数 集 及 初等 画 数 集 的 枚 举 画 数 g(t ve) 的 定义 式 写 出 ,并 
斌 证 该 9(t, 2) 及 Wyg(i, 2) 均 为 原始 递归 画 数 . 

注意 : Ng(t, x) 只 取 0、1 两 值 ， 前 面 作 非 初 等 丽 数 、 非 原始 
递归 夯 数 时 ,都 是 技 些 增长 非常 快 的 控制 夯 数 . 只 有 利用 了 枚 举 
画 数 , 才能 够 姓 明 :存在 只 取 0、 1 二 值 的 非 初等 及 非 原 始 递 归 夯 
数 ， 这 便 显示 出 这 条 定理 的 重要 性 了 . 


习 是 


1， 作 几 和 等 画 数 集 的 枚 举 画 数 gt 2) ,并 证 明 9 人 四 及 Ng(t, 四 均 非 
初等 阔 数 ， | 
2， 就 证 正文 所 定义 的 原始 递归 豆 数 集 的 枚 举 画 数 gC, 四 是 二 重 递归 


3. 就 作出 % 重 递归 国 数 集 的 枚 举 列 数 9(, 2), 诈 明 它 为 %+1 重 递归 


4. 对 “站 递 归 病 数 集 ” 辣 法 为 之 , 但 证 明 个 递归 函数 集 的 枚 举 贺 数 仍 为 
第 递归 图 数 ， 这 与 我 们 的 精 论 有 无 予 慎 ? 


S 3 一 般 口 归 辑 数 集 的 下 举 
上 贡 未 鲁 作 出 一 般 递归 画 数 集 的 枚 举 画 数 ， 它 能 否 应 用 上 节 
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的 办 法 作出 呢 ? 对 此 须 作 进一步 的 研究 ， 同 时 也 可 对 一 般 递 归 西 
数 集 有 进一步 的 认识 ， 在 计 论 过 程 中 将 经 常 使 用 上 面 所 闭 得 的 村 
答 : 一 般 递 归 画 数 集 的 枚 举 夯 数 不 可 能 是 一 般 递 归 画 数 ， 

首先 , 我 们 知道 , 一般 递 归 画 数 集 是 咎 递归 画 数 集 的 子 集 , 因 
此 , 在 秆 递归 责 数 集 的 枚 举 中 , 必 已 枚 举 尽 了 一 切 一 般 递归 画 数 . 
如 果 能 够 在 其 中 把 一 般 递 归 夯 数 的 糖 号 与 非 一 般 递 归 夯 数 的 辕 号 
分 开 , 那 末 就 能 得 到 一 般 递归 画 数 的 枚 举 男 数 了 . 

换 首 之 , 如 果 件 递归 画 数 集 的 任 一 枚 举 藩 数 为 g(t, 2) ,由 一 
般 递 归 画 数 的 箱 号 必 姐 成 一 子 叙 列 庚 扩 上 (一 0, 1，…) ,这 时 容 
易 汪 出 , f(w) 是 一 般 递归 夯 数 当 且 仅 当 有 如 使 得 

f (2) 一 to ，J. 
换言之 , 9 以 斧 ， 纪 便 是 一 般 递归 画 数 集 的 故 举 画 数 ， 

9 04 和),，w) 必须 是 处 处 有 定义 的 〈 因 一 般 递归 画 数 处 处 有 定 
义 )， 因 此, 如 果 9 史 挟 ，2) 为 牛 递归 函数 , 写 必 为 一 般 递 归 画 数 . 
这 与 上 面 的 精 论 巴 朱 , 故 9 他 的 ， 弛 不 能 为 牛 递归 画 数 ,从 而 h(t) 
便 非 半 递 归 画 数 ,更 非 一 般 递 归 夯 数 . 因此 可 得 

定理 1 当 对 牛 递归 画 数 作 枚 举 时 ， 其 中 的 一 般 递 归 画 数 的 
轿 号 不 可 能 粗 成 一 个 递归 枚 举 数列 ; 如 不 可 能 存在 一 般 递归 画 数 
At), 使 得 一 般 递 归 画 数 的 称号 恰巧 租 戌 数列 {h( 引 } (t=0, 1 …). 

如 果 对 每 一 tg (t, w) 为 一 般 递 归 图 数 与 否 ,可 以 在 有 限 步 马 
之 内 和 钊 定 , 那 末 ,对 一 切 1, 恒 可 在 有 限 步 马 内 求 出 (之 值 ( 计 者 
哉 答 出 求 丰 切 之 法 ) ,从 而 (如 便 是 一 般 递 归 落 数 ， 因 此 

定理 2 对 千 递 归 画 数 集 的 任 一 个 被 举 画 数 g(t, 2) 议 来 , 对 
每 一 上 ,无 法 在 有 限 步 嫌 内 刊 定 9 zw) 是 否 为 一 般 递归 商 数 . 

因此 ， 要 想 从 咎 递归 男 数 集 的 枚 举 本 数 来 作出 一 般 递 归 夯 数 
集 的 枚 举 画 数 , 这 是 很 难 做 到 的 ,至 少 无 法 在 有 限 步 又 内 完成 . 

注意 : 定理 2 中 的 “对 每 一 妨 ， 不 能 理解 为 “ 当 答 出 一 个 # 
时 ,这 两 者 是 有 区 别 的 、 
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下 面试 仿 上 节 办 法 直接 作出 一 般 递 归 画 数 集 的 “ 枚 举 丽 数 ”. 
我 们 知道 , 一 般 递 轨 丽 数 既 可 定义 为 :“ 竺 递归 画 数 中 处 处 有 
定义 的 亢 数 称 为 -- 般 递归 画 数 ”, 还 可 定义 为 “由 本 不 画 数 出 发 ,者 
过 有 限 次 选 什 及 一 般 递归 式 (其 中 所 用 的 9g(e) 须 归 宿 于 0) 而 作 
成 ”. 
对 于 一 元 一 般 递 归 泵 数 集 , 还 可 如 下 作出 : 
由 适当 的 两 丽 数 Le、4s 出 发 , 看 过 (1, 1 从 起 及 正常 的 imny 
而 作出 ， 这 里 所 弟 “ 正 常 的 inv” 系 指 满足 下列 条 件 的 inv: 
必 待 f(y) 的 值 穷尽 一 切 自 然 数 
时 ， 才 尤 许 使 用 inv 于 f(y). 
下 面 将 根据 后 面 这 个 作法 而 直接 作 一 般 递 归 画 数 集 的 “ 枚 举 
西数 ”. 
设 所 求 的 枚 举 画 数 为 g(t, wm) , 仿 上 节 可 有 如 下 定义 : 


(*) 


Lx, 当 1=0 时 ， 
Azx, 当 t=1 时 ， 

g(t, 2) 一 s(E| 人 |.9(d| 2 | 可)， 当 绾 2 且 为 偶数 时 ， 
iny so(|- 寺 2| y), 当 二 2 且 为 奇数 时 . 


如 按 此 定义 , 9(t， 9) 便 不 是 处 处 有 定义 的 ; 因 当 > 2 日 为 奇 
数 、 但 g(| 2 汪 ”|， 9) 不 请 足 (时 ， 依 上 定义 ,9(:, 四 便 无 定义 ， 
猎 然 9(t, 2) 不 是 处 处 有 定义 , 它 便 不 是 递归 画 数 集 的 枚 举 责 数 . 
要 得 到 一 般 递归 画 数 集 的 枚 举 画 数 ,必须 要 对 g(t, 办 补充 定 
义 ,补充 方式 有 两 种 :“ 粗 补 ?> 和 条 补 ”. 
所 疆 “ 竹 补 "， 是 只 要 9 (| 苇 一 |, 9) 少 取 一 值 ， 妇 只 要 有 一 
自然 数 不 在 (| 二 ”|, 9) 的 值 域 中 ， 那 未 根 本 不 把 iny 作用 于 
它 , 而 用 另外 任意 一 个 -- 般 递归 面 数 (比如 Oo) 作 为 9(t,o) 之 值 ， 
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换言之 , 粗 补 的 方法 是 : 
gt, 国 一 0， HH 为 奇数 但 sl(| | y) 不 油 足 (*) 时 ， 
释 过 这 样 “ 糙 补 ” 以 后 , 9 (5 2) 是 处 处 有 定义 了 但 它 是 理 为 
一 般 递 归 夯 数 呢 ? 
定理 3 绝 过 “ 粗 补 ” 后 所 定义 的 画 数 g(t, 2) 是 一 般 递归 画 数 
集 的 枚 举 画 数 ,从 而 它 决 不 可 能 是 一 般 递 归 画 数 ， 
证明 仿 上 节 可 证 ， 对 于 每 个 tg(i, 2) 都 是 一 般 递 归 画 数 
(注意 :部 使 t>2 且 为 奇数 ,又 (| 圭一], 9 不 满足 (*) ,9 (5,9) 也 


仍 为 一 般 递 归 画 数 ) . 
仿 上 节 双 可 证 , 任 答 一 个 一 元 面 数 fo) , 均 有 加 使 得 gto, 四 
一 了 (4) ， 因 为 在 造 一 般 递归 丽 数 时 ,可 以 限于 只 使 用 正常 的 inv， 
明白 这 一 点 后 , 易 由 数学 归 簿 法 证 明 本 断 语 ， 于 是 定理 得 斌 ， 
由 于 这 样 定义 的 画 数 9(t, z) 次 不 可 能 是 一 般 递 归 画 数 , 故 还 
可 推 得 好 些 结 渝 . 
如 果 能 找 出 一 个 一 般 递 归 豆 数 及 ( 旨 ,使 得 


h(t) 一 0 当量 仅 当 g(|[ -二 | 要 ) 注 足 (9 ， 


那 末 ,由于 MD) 的 值 必 能 在 有 限 步 内 找 出 , 故 能 否 对 g([ 怒 宇 | ,9 


使 用 正常 的 iny 的 闫 题 也 能 在 有 限 步 卫 内 决定 .这 一 难点 眠 能 决 
定 , 故 对 每 一 情形 说 来 , 均 能 在 有 限 步 驴 内 求 出 g(t, z) 之 值 ， 因 
此 任 答 tx, 必 能 在 有 限 步 马 内 求 出 g(t 2) ,从 而 9(t, 人 四 为 一般 
递归 郴 数 .这 与 本 定理 的 车 论 矛 盾 , 故 知 太 必 非 一 般 递 归 画 数 ， 
也 即 g(| 汪 车 |, 满足 (*) 与 否 必 不 能 在 有 限 步 马 内 决定 . 

推 渝 、 对 上 面 定义 的 g(t, z) , 不 能 对 每 个 t 在 有 限 步骤 内 类 
定 9(t, 四 是 否 满足 (x*)， 换 言 之 ， iny 的 正常 性 条 件 (*) 不 能 就 每 
个 二 在 有 限 步 寻 内 刊 定 ， 
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所 刘 “ 笨 补 ”, 其 法 如 下 : 
任 到 一 数 , 璧 如 0, 而 补充 定义 : 
当 f() 不 到 和 值 x 时， inv f(y) 指 0. 
对 本 情形 发 来 , 便 是 : 
g(t, 9) =0， 当 纺 2 且 为 厅 数 且 g(| -2 |, 9) 不 到 值 2 时 . 


径 过 “和 和 补 ” 后 , 显 史 9(t, %) 亦 处 处 有 定义 . 但 这 个 gg) 是 
不 是 一 般 递归 两 数 集 的 枚 举 画 数 呢 ? 
定理 和 经 过 “站 补 "后 所 定义 的 9( 志 为 不 是 一 般 递 归 面 数 集 
的 枚 举 夯 数 ,也 不 是 一 般 递 归 夯 数 . 
证 明 假如 对 每 个 纺 均 存在 一 个 一 般 递 归 画 数 户 (2) (对 w 为 
一 般 递 归 ) ,使 得 
(2) ~0 当 且 仅 当 g(| 竺 2], 9) 可 取 值 w， 


那 末 可 在 有 限 步骤 内 决定 g(| “地 |, 9 能 否 取 值 4, 因而 可 决定 


g(t, 2) 的 值 究竟 是 iav g(| |, 9 或 是 0. 这 时 ,对 于 任 答 #w 
到 可 在 有 限 步 又 内 算出 (2 z) 之 值 ( 因 只 使 用 有 限 多 个 hi(2))， 
故 有 : 

(1) 9 妨 处 处 有 定义 ,县 (作为 二 元 画 数 ) 为 一 般 递 归 面 数 ; 

(2) 从 而 ,对 每 个 + 说 来 ,9 0, 中) 为 一 般 递 归 丽 数 ; 

(8) 此 外 ， 对 任何 一 个 一 般 递归 而 数 了 (2) ， 恒 有 如 , 使 

gt 四 一 /Go) (理由 同上 ) ， 
因此 9 (5 2) 便 是 一 般 递 归 画 数 集 的 妆 举 责 数 ,而 g(t 只 本 身 ( 作 
为 二 元 面 数 ) 又 为 一 般 递 归 而 数 ， 

这 与 上 节 的 精 葵 相 了 矛盾 , 故 这 样 的 (一 般 递归 画 数 的 ) h(n) 不 
可 能 对 每 个 这 均 存在 换言之 ， 对 某 些 二 吉 来 , 答 出 后, 当 y 变 
化 时 g(t, 殷 取 佳 字 或 否 , 未 必 可 在 有 限 步 又 内 决定 ,从 而 gt 4) 
未 必 可 在 有 限 步 有 内 算出 ， 因 此 ,对 于 这 些 已 g(t 四 便 不 是 一 般 
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递归 画 数 ,从 而 y(t, 2) 不 可 能 是 一 般 递 归 画 数 集 的 枚 举 画 数 . 定 
理 得 诈 . 

因此 , 炎 过 “ 彻 补 ” 以 后 , 9 (i, w) 弃 不 是 一 般 递 归 丙 数 , 也 不 是 
一 般 递 归 阔 数 集 的 枚 举 责 数 . 

推论 ” 照 上 述 方 式 所 定义 的 g(t, %)， 并 不 对 每 个 tw 均 能 决 
定 9(i, 四) 取 秆 2 或 否 ; 巷 至 于 有 基 些 已 使 得 不 能 对 每 个 4 均 能 决 
定 9(t, 引 取 值 z 或 否 . 

读者 可 比较 这 两 种 补足 法 及 补足 后 所 得 的 浪 数 的 区 别 ， 这 将 
会 增进 我 们 对 一 般 递 归 画 数 的 了 解 . 


习 题 
试 仿 这 两 节 的 方法 ,用 下 述 方式 对 一 般 递归 阔 数 集 加 以 “科举 ”, 


1. 作 瑟 人 人 0) 2) 使 得 任 一 一 般 递 归 本 数 六 均 可 表 成 
fw1y ,t=RK rti Bn, ty on, Wry YS 
2， 作 及 (f; 妈 ) ,使 得 任 一 一 般 递归 本 数 了 均 可 表 成 
f 801, 1 V1) = Kh(n, pg'wir2t,0)} 
3. 作 h(t, 2%)，, 使 得 任 一 一 般 递 归 辆 数 了 均 可 天 成 
Ze Tr) =h nN, pg'L1La Lr0) 。 


S44 自身 术 举 与 主要 自身 枚 举 

上 面 订 过 , 如 果 4 含有 本 原画 数 , 其 中 各 夯 数 又 是 处 处 有 定 
义 的 , 则 其 枚 举 画 数 不 可 能 属于 4, 但 如 果 4 中 的 面 数 未 必 处 处 
有 定义 ,， 则 4 的 枚 举 而 数 可 能 属于 4， 牛 递归 画 数 集 的 枚 举 丽 数 
便 属 于 个 递 归 画 数 集 . 

定义 如 果 4 的 一 个 枚 举 画 数 属于 4, 则 说 4 可 以 自身 枚 
举 ,而 该 枚 举 画 数 叫做 4 的 一 个 自身 枚 举 . 

对 于 集 4 的 一 个 枚 举 面 数 4(n, w1,…, zr) ,如 果 具 下 壕 两 性 
质 , 必 便 叫做 集 4 的 主要 自身 枚 举 : 

(D 4 也 属于 集 4 亦 即 4 为 自身 枚 举 ; 
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本 集 4 的 任何 一 个 自身 枚 举 画 数 妃 均 可 一 般 递归 地 化 归 
于 4, 也 即 伍 有 一个- - 般 递 归 画 数 g (n), 仙 得 
gm), vi, ee, Va) = BN, Wi, 90) 。 
定理 1 起 含有 2+o 2No 的 面 数 集 4 有 一 个 自身 枚 举 
4 人 ,2 2r)) 则 它 为 主要 自身 枚 举 当 且 仅 当 对 4i41 中 每 一 个 
画 数 f, 均 有 一 个 一 般 递归 画 数 g (m) ,使 得 
Alg(W), tis, Vr) = fn, v1, 0) 
征明 ”充分 性 是 很 显然 的 ， 因为 4 的 任何 自身 枚 举 均 为 4 
中 的 落 数 , 对 这 些 枚 举 , 既然 都 有 相应 的 一 般 递 归 画 数 g, 依 定 义 
朗 知 4 古 主 要 委身 似 举 . 
舍 诈 必要 性 . 设 4 为 主要 自身 枚 举 , 文 设 为 di 中 任意 一 
个 画 数 , 令 定 义 一 夯 数 9 如 下 : 


天 | 名 |], 1 …, 0)， 。 当 %% 为 偶 时 ， 


8 (NW, V1 ,tr) 一 
4([ 等 -], zw …, z1)， 当 % 为 奇 时 . 
显然 ,9 也 是 4 的 一 个 自身 枚 举 。 因 4 为 主要 自身 枚 举 ,下 应 有 一 
个 一 般 递 归 酌 数 g, 使 得 
A(g(n), 0 0 ION, Wi, ,Vr). 


因而 
A(g (2n), TW1, ""*) Vy) ~ 9 (2n, WII， 0r) 


=f (n, gi, 0) ， 

足见 , 利用 一 般 递 归 画 数 yg (2n) 后 , 可 把 了 化 归于 4 必要 性 得 
诈 . 定理 放 毕 . 

f 只 是 441 中 的 任何 一 个 函数 ,因而 Fw， 2 or) 只 枚 举 

了 和 集 4 中 的 一 个 子 集 . 这 定理 旗 明 了 :不 但 4 的 自身 枚 举 图 数 可 

以 一 般 递 归 地 化 归于 主要 自身 榴 淮 4, 连 只 枚 举 了 4 的 子 集 的 

任意 一 个 4;w1 中 国 数 了 也 可 --- 般 递归 地 化 归于 主要 自身 枚 举 4. 

利 月 包 对 画 数 ,还 可 证 明 : 4 (任意 关中 任意 一 个 画 数 也 可 一 般 
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递归 地 化 归于 主要 枚 举 4， 读 者 就 自 证 之 . 

主要 枚 举 是 否 存在 呢 ? 这 是 一 个 关键 性 的 问题 ， 是 钙 后 某 些 
讨论 的 主要 根据 .问答 是 肯定 的 . 

定理 2 如 果 集 4 有 白 身 枚 举 , 且 有 一 一 对 应 的 配对 夯 数 , 则 
4 至少 有 一 个 主要 自身 裤 举 . 

证 明 设 集 4 有 一 个 自身 枚 举 画 数 ( 未 必 是 主要 的 )m(n， %)， 
令 取 只 一 一 对 应 的 配对 画 数 组 29、 开 、 工 , 因 而 D9moopl 0 与 
Kr,， LK LK, 工 也 是 一 一 对 应 的 ,利用 这 些 配 对 画 数 , 每 
个 矢量 (wo, 21,，"… ,wr) 必 有 一 编号 ， 而 每 一 数 也 必 是 某 个 矢量 的 
粮 号 ， 仿 证 下 丙 数 


Aln, si, 1, Wr) =h (Kn, po TN) Vira Tr) (1) 
便 是 4 的 一 个 主要 自身 榴 举 . 
首先 ， 因 为 有 开 、 了 及 29 均 在 4 中 , 和 政 知 4%, vw1，…, 9) 
也 在 4 中. 


其 次 , 任 取 4 中 一 个 画 数 Fo， …， 季 ) , 则 下 画 数 
8 人 = (Kw, LE YY, LE YY, + LEY, Lu) (2) 
必 在 41 中 , 故 应 被 h(n, 4%) 所 被 举 ， 妇 存在 mw 使 得 
9 (%) =h(no, ¢), (8) 
又 因 
了 V1 °°, Vr) = 9 PT Nr) , (4) 
故 有 
4(Dg Wo, W), Fi, ,Wr) 
=h(Kpg no, 1), Pp9 TLPI No, nN) Cr) (根据 (1) 式 ) 
=hno, Pg MNpI Gy) 
=9 (PI nat) (根据 (3) 式 ) 
=f(%, vi) ， (根据 (4) 式 ) 
故 知 ,利用 pg (no, 如 可 把 了 化 归于 A4， 因 了 为 4:1 中 全 总 一 个 
郑 数 , 故 由 定理 工 知 4 为 主要 自身 枚 举 . 定理 得 证 . 
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习 题 
1. 斌 证 ; 集 4341 (任意 了) 中 任意 一 个 豆 数 可 以 一 般 递归 :地 化 归于 集 4 
的 主要 自身 枚 举 . 
2. 上 面 所 作 的 关于 生 递 归 策 数 集 的 故 举 陋 数 是 否 是 主要 上 月 坪 枚 举 ? 


第 七 章 基调 与 集合 


Sl 各 种 请 其 

下 面 将 对 诅 词 作 上 比较 深 入 的 研究 .这 样 ,一 方面 可 对 艇 归 丙 数 
有 进一步 的 认 喜 , 易 一 方面 又 可 看 到 递归 责 数 的 一 个 重要 的 应 用 . 

这 里 先 粽 述 以 前 的 定义 . 

定义 ”如 果 调 词 4(w1,，…, %,) 的 特征 男 数 ct 4(c，…，o) 
为 初 基 、 初等 、 原 始 递归 、 一般 递 归 画 数 , 划 4(w1，…, %) 便 相应 
地 称 为 初 基 、 初 等 .原始 递归 .一 般 递 归 裔 词 ， 

注意 :如 果 一 望 汕 的 特征 画 数 为 生 递 归 画 数 , 则 该 牛 递 归 丽 数 
必 是 一 般 递 归 夯 数 { 故 对 守 递 归 彰 番 须 另 作 定义 , 见 8 4) 

下 面 再 引入 一 类 新 的 亚 蛮 ， 还 有 塔 干 新 于 调 将 在 以 后 再 行 引 
人 ， 

定义 ”由 本 原画 数 . 加 法 和 乘法 出 发 , 狗 过 有 限 次 迭 置 所 作成 
的 画 数 叫做 和 多项式， 如 果 4 (wi，…, zr) 和 B(w1,…, ty) 为 两 个 
多 项 式 , 则 4 (zw1,…, mm) 一 B(m1,，…, ww) 叫做 多 项 式 调 悦 。 多 项 
式 导 蛮 害 以 受 限量 说 后 叫做 新 初 基 请 泣 . 

各 请 前 之 问 的 关系 是 : 

{多 项 式 谓 鹿 , 初 基 诅 币 } 己 新 初 基 裔 宰 王 初等 计划 

己 原 始 递 妇 谓 宰 己 一 般 递 归 诗 记 
(上 述 关系 的 证 明 将 见于 下 两 节 ). 

本 章 的 下 面 几 节 将 讨论 各 谓 洞 集 对 于 命题 联结 词 及 量 补 的 圭 
阴性 .在 时 论 命 题 联 桔 词 时 ,只 讨论 “ 非 ?、“ 或 ”“ 昌 ”三 者 ,因为 别 
的 命题 联 千 词 (如 “ 茹 涵 ”、“ 等 价 ”等 等 ) 缘 可 由 “ 非 ”、“ 或 ”、“ 且 ”三 
者 表示 出 来 ;关于 量词 , 我 们 将 分 别 受 限 或 否 , 从 而 共有 四 个 量 记 
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( 受 限 存在 有 量词、 未 受 限 存在 量词 、 受 限 全 称 量 前 、 不 受 限 全 称 量 
词 )， 在 讨论 时 下 定理 是 很 有 用 的 , 凡 田 下 定理 可 推出 的 结论 ， 以 
后 将 不 再 列举 了 ， 

定理 如 4(c …，2r) 为 某 某 谓 蛮 (限于 上 面 提 及 的 各 类 )， 
而 户 (0，…，g%o) 为 相应 的 画 数 , 则 

UP 0 ) 

仍 与 原 调 鹿 4 属于 同一 谓 蛮 集 . 

注意 : 所 谓 “ 相 应 是 指 :多 项 式 谓 调 与 多 项 式 画 数 相应 , 初 基 
谓词 与 初 基 呈 数 相应 ,等 等 . 

其 证 明 是 不 难得 到 的 , 只 须 注 壮 其 特征 画 数 朗 可 . 


习题 
I， 疾 硼 写 出 本 书 的 定理 的 证 明 . 
2 以 多 项 式 为 特征 贾 数 的 尾 悦 是 否 是 多 项 式 谓 王 ?多 项 式 潮 齐 是 否 限 
于 以 多 项 式 为 特征 画 数 的 车 润 ? 
3. 对 所 列举 的 各 类 谓 简 ( 除 多 项 式 导 草 从 未 计 移 外 ) 届 来 ， 它 们 对 命题 
联 精 局 是 否 圭 半 ? 对 受 限量 悦 是 否 封 表 ? 对 不 受 限量 润 是 否 封 并 ? 


$2 多 项 式 调 局 

定义 凡 能 表 成 4=BL4、B 为 多 项 式 ) 形 的 谓词 即 称 为 多 项 
式 斋 词 . 

不 能 把 以 多 项 式 画 数 为 特征 画 数 的 谓 齐 叫做 多 项 式 谓 宰 。 因 
为 , 要 表示 多 项 式 襄 词 4 一 B, 需要 使 用 入 ?*(4:B) 或 eq(4, B)， 
而 它们 却 非 多 项 式 丽 数 ， 事 实 上 ,也 找 不 出 一 个 多 项 式 , 它 为 0 当 
且 仪 当 两 多 项 式 4 与 相等 . 

定理 1 多 项 式 训 鹿 对 “或 、“ 目 ”两 联结 启封 了 并 ; 对 全 称 景 宰 
( 受 限 或 奋 ) 圭 用; 但 对 “否定 *、 不 受 限 存在 量词 则 不 封 并 (对 受 限 
存在 量词 是 否 封 并 向 不 晨 确 ). 

证 明 设 有 两 多 项 式 误 宰 P=Q@r 和 人 一 Qa, 则 
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(1) Pi 一色 或 Ps 一 Q。 

等 价 于 (Pi 一 Q2)* (Ps 一 Qs) =0, 

等 价 于 “PP 上 QQ 一 人 PP 一 六 Ga 一 0， 

等 价 于 PiPa 二 RQ = DPiQat D2. 
(2) Pi=Q: 且 Pa= Qs 

等 价 于 (Pa 一 Q 十 (Ps— Q2)* =0, 

等 价 于 P? 一 2PQ@ t+Q?+ Pi 一 2PsQs+Qi=0, 

等 价 于 P+ 二 P+ Qi=2PiQ1+2PsQs. 
再 改 已 一 之 aprr 和 Qi 一 be (gp、 bx 可 含有 别 的 变 元 ) , 则 


(38) Ve(Pi=) 
等 价 于 Yz( 补 at 一 它 Ox )， 


等 价 于 VY (Qn Br) 》 
等 价 于 字 (cx 一 Di 一 0， 
等 价 于 定 (中 十 中) 一 之 2axbr. 


() Y (P=Q) 
等 价 于 YY (加 wer 一 加 bw')， 


等 价 于 Y,( 之 (gr — bx) wt =0), 
等 价 于 之 尼 (ax— bx) 2*) 一 0， 
等 价 于 ” 马 Bicwr*=0 (适当 的 04)， 


a Ko2r 
等 价 于 也 o( 加 9) =0， 
等 价 于 之 ox > dy 一 0; 


E>2r tk 二 + 
这 里 dw 为 有 理 数 , 设 其 各 分 母 的 最 小 公 倍数 为 4, 则 了 文 
等 价 于 怠 dorday 0， 


r iskt1 


再 把 带 珊 号 的 项 移 至 等 号 右边 , 便 得 
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等 价 于 一 Qi. 

所 以 ,关于 “或 ”“ 且 ”及 会 称 量 鹿 的 封 阴 性 得 许 ， 

如 采 对 “否定 “封闭 , 则 对 不 受 限 存在 量词 也 封 六 , 它 将 包括 一 
般 递 归 谓 词 ， 以 后 将 证 这 一 点 是 不 可 能 的 .从 而 定理 得 证 . 

由 上 面 的 计 论 可 见 ， 多 项 式 画 数 与 多 项 式 谓 词 之 问 的 关系 革 
现 很 多 特点 : 

第 一 , 多 项 式 谓词 虽 可 表 成 了 P=Q@ 形 (P.、 Q@ 为 多 项 式 ), 但 其 
特征 画 数 却 未 必 是 多 项 式 . 

第 二 , 多 项 式 谓 宰 对 “否定 ” 宰 不 封 表 , 但 对 全 称 量词 ( 受 限 或 
否 ) 却 封闭 ,这 是 出 乎 意外 的 ， 

电 于 这 两 点 ,以 致 在 和 对 论 多 项 式 届 蛮 时 ,往往 感到 不 方便 ， 不 
妨 采 用 下 法 加 以 修改 . 

定义 ”由 本 原画 数 及 2+%、z"y、eqdtz, 急 出 发 ， 轰 过 和 迭 置 而 


作成 的 而 数 叶 做 伪 多 项 式 (就 与 达 菠 于 w-%、| 他 | 的 两 数 相 此 


较 )， 以 伪 多 项 式 为 特征 丽 数 的 刘 词 叫做 伪 多 项 式 谓词 . 

定理 2 几 多 项 式 都 是 伪 多 项 式 , 几 多 项 式 谓词 都 是 伪 多 项 式 
裔 词 ( 营 者 自荐 ) 

定理 3 仿 多 项 式 盔 秋 对 命题 联 车 蛮 封 闭 ， 但 对 任何 量词 ( 受 
限 或 否 ) 都 未 必 封 闭 ， 

通明 伪 多 项 式 含有 zz 十 y、z 改 , 故 对 “ 且 ”、“ 或 " 封 阴 ,又 因 

Nz—eq (eq(%, 0), 1), 

故 对 “否定 ” 阐 也 封 开 . 

由 于 加 入 了 ed 奶 ， 对 (不 ) 受 限 全 称 量词 便 未 必 封 阴 了 ， 
对 多 项 式 襄 来 ,有 “(2) =0 当 且 仅 当 各 系数 全 为 0 , 但 对 伪 多 项 
式 说 求 这 不 成 立 , 因为 有 “xNzx 一 0 而 其 系数 非 0. 

由 这 贞 定 理 可 昂 : 伪 多 项 式 的 中 人 是 有 好 处 的 (当然 ,多 需 式 
本 身 移 不 因而 失 却 重要 性 )， 
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顺便 提 一 名 ,还 可 念 前 那样 引 人 ( 伪 ) 多 项 式 于 41,…，A; 的 
函数 (谓词 ) 、 准 ( 伪 ) 多 顶 式 于 4,, …， 4 的 画 数 落 概 念 , 并 推导 
出 相应 的 定理 .例如 zy 似乎 不 是 伪 多 项 式 , 但 却 是 准 多 项 式 画 
数 , 因 
2 一 wy 当 且 仅 当 w=2 十 YY VY 二 2 十 vw 
对 于 准 ( 伪 ) 多 项 式 画 数 , 还 有 待 进一步 的 研究 . 


习 题 

1. 御 定 下 列 高 词 是 否 多 项 式 谓 宰 ; 如 是 , 斌 表示 为 多 项 式 请 祠 

(1) w+yedls, 2)+w2eqlst+s, y)=0; 

(2) TY2) + (Eto YL) =0; 

(3) wv(y—2) + (#2+Y))=0. 

2. 受 限量 词 似 应 该 比 不 受 限 量 齐 为 吧 。 能 否 由 允 项 式 请 漳 集 对 不 受 限 
全 称 量 阐 封 陋 而 断定 它 对 受 限 全 称 量词 封 阴 ? 

3. 多 项 式 误 宰 集 吴 对 不 受 限 全 称 量词 封 开 ,能 否 从 而 断定 : 对 多 项 式 诅 
习 任 意 加 若干 个 不 受 了 版 全 称 、 存 在 量 税 , 均 可 表 成 对 多 项 式 诅 宰 加 若干 个 不 
受 限 仓 在 基 蛮 ? 


S3 新 初 基 谓 齐 
”无论 多 项 式 谓词 或 伪 多 项 式 谓 词 , 对 受 限量 鹿 都 不 封 阴 (至 少 

对 受 限 存在 量 诅 便 不 封 半 ) , 因此 , 推广 这 两 概念 看 来 是 必要 的 . 

定义 ”在 ( 伪 ) 多 项 式 诅 祠 前 面 冠 以 受 限量 鹿 后 ， 所 得 的 谓 宰 
吓 做 受 限 量词 化 的 ( 伪 ) 争 项 式 请 词 . 

定义 ”由 ( 伪 ) 多 项 式 出 发 , 亲 算 子 min 所 作 艳 的 画 数 ， 吐 
做 受 限量 词 化 的 ( 伪 ) 多 项 式 . 

鼻 求 ， 尝 隐 量 启 化 多 项 式 疆 润 的 特征 夯 数 并 非 受 限量 蛮 化 多 
需 式 ,后 者 似 只 包含 很 少 的 画 数 ,看 来 不 值得 特别 研究 .读者 可 目 
证明 ， 受 限量 鹿 化 多 项 式 硼 蛮 与 受 限量 记 化 的 多 项 式 儿 启 是 一 至 
的 ， 因 此 讨论 中 未 妨 即 以 受 限 量词 化 伪 多 项 式 狂 习 为 主 . 
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下 面 专 讨 论 受 限量 简化 伪 多 项 式 画 数 及 谓词 ， 并 省 称 为 新 初 
基 画 数 及 新 初 基 谓 词 . 

定理 1 新 初 基 请 币 的 特征 责 数 必 是 新 初 基 画 数 ( 读 者 自 证 ). 

定理 2 新 初 基 狂 鹿 对 命题 联结 调和 受 限量 鹿 是 封闭 的 ， 

话 明 ”新 初 其 高 莘 均 寻 (@a) 卫 形 ,而 (Q) 为 受 限 量词 的 租 合 , P 
为 伪 多 项 式 . 今 证 这 样 的 谓词 多 过 命题 联 精 词 及 受 限 基 说 后 仍 呈 
同样 的 形式 . 

设 有 两 襄 鹿 (a)P 及 (B8)Q@, 先 改写 胸 东 变 元 ， 使 得 (o) 及 (B) 
中 的 狗 束 变 元 均 不 相同 ,试用 (w) 及 (B') 来 表示 如 下 的 量 泣 : 把 
(a) 及 (68) 中 的 “VY” 习 ”互相 对 调 后 所 成 的 量 齐 (可 叫做 (a)(B) 的 对 
偶 量词 )， 这 时 有 : 

(a) P= (a')P, 
(@) PV (8)Q= (0 (8) (PVQ), 
(a@) PA (B)Q= (ao (8) (PAQ. 

由 于 伪 多 项 式 对 命题 联 千 鹿 封 队 ， 显 见 新 初 基 良 宰 对 命题 联 业 阐 
亦 封 阴 ， 人 讼 于 新 初 基 谓 鹿 对 受 限 其 词 封 阴 是 显然 的 ， 定 理 得 证 . 

注意 : 新 初 基 居 调 对 不 受 限 量 泣 的 封闭 性 今 竺 不明， 但 看 来 
很 可 能 是 不 封 阴 的 . 

对 于 新 初 基 画 数 及 衣 蛮 ,也 可 仿 前 那样 引入 新 初 基于 41,…， 
4 的 画 数 及 衣 蛮 、 准 新 初 基 于 41,…，4; 的 画 数 ， 井 可 优 前 那样 
讨论 ,这 里 不 予 装 述 ， 

下 面 将 初 基 夯 数 与 新 初 基 夯 数 作 一 比较. 

看 来 , PQ 并 非 初 基 旅 词 (P、Q@ 为 多 项 式 ), 因此 , 初 基 普 
诅 井 不 包含 多 项 式 调 蛮 (更 不 会 包含 新 初 基 宙 宰 ), 但 是 可 证 下 六 
精 果 . 

定理 3 初 基 衣 词 都 是 受 限量 鹿 化 多 项 式 谓 鹿 ,从 而 都 是 新 初 
基 天 蛮 ， 

证 明 其实 , 只 须 证 明 : 如 果 je， …，, wu) 为 初 基 面 数 , 则 
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y= 了 01，…， 6) 必 为 受 限 量词 化 多 项 式 请 简 ( 新 初 基 请 境 ). 
黄 基 : ” 当 上 了 为 开始 两 数 时 ， 如 /为 本 原画 数 则 显然 , 对 于 差 
商 苏 数 , 央 |: 
yy 二 wi 一 wa 当 且 仪 当 oa 一 oo 十 9Y ,3 (x2—t1 -tu AY=0), 
y=[ 生 | 当 且 仅 当 


(xa=0Avy=0)YV 3 3 (cl 一 wo 十 0 人 wa 一 % 十 十 二 ) ， 


故 货 基部 分 得 省， 
归纳 : 如 果 由 算 子 max 和 VP 作出 ,发 
f (v1, **, tn) 一 Ia 34 人 (000 ， 
则 
g%g 一 Fo 9 当 且 仅 当 
YA, lo ty) —O0AY=0VY 3 40 ts, Wn) OAY=1, 


依 归 物候 设 , 4=0 为 新 初 基 庸 词 , 而 后 者 又 对 命题 联 梧 词 及 受 限 
量词 封 队 , 显 见 y= 了 (wi, …, %,) 可 琢 成 新 初 基 谓 谭 . 

如 果 了 由 迭 团 作成, 设 f=4(B1,…，Bm) ， 我 们 知道 , 初 其 
藩 数 都 是 霍 艇 初等 函数 , 故 对 各 B., 有 一 数 有 使 得 

Bo Wn) 二 十 一 十 Wy 十 hh ( 右 端 暂 记 为 从 ， 
于 是 有 : 
g 一 ec …, tn) 当 且 仅 当 

习 3 (Y=4 Bi 人 人 人 人 BB )， 


ti 
依 归 病假 访 ，y 一 4, hi= 及 均 可 志 成 新 初 基 误 词 ,后 者 又 对 命题 联 
灶 词 及 受 限量 词 封 阴 ,yy 一 f(z1,，…, z,) 显然 亦 可 表 成 这 种 碍 蛮 . 
依 数 学 归纳 法 ,定理 得 证 . 
还 可 从 另 一 方面 列 划 初 基 谓 说 及 新 初 基 良 词 . 
定义 ”由 本 原画 数 以 及 和 4，…， 4 出 发, 稳 渤 置 及 受 限 介 状 
式 下 而 作成 的 画 数 叫做 壳 限 墓 状 于 4,，…，4 的 画 数 ， 以 受 限 
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擎 状 五 数 为 特征 画 数 的 误 袜 叫 做 受 限 侨 状 谓词 . 

定理 4 新 初 基 庆 蛮 恰 巧 和 受 限 幕 状 于 Y 十 外 2 eq(2， 幼 的 
裔 前 相 一 性, 亦 即 恰巧 是 二 儿 副 初等 亢 蛮 . 

征明 ”容易 验证 ， 擅 多 项 式 衣 亢 是 受 限 摹 状 于 2+% zy、 
eq (%, 幼 的 谢 前 ， 而 受 限 莫 状 于 2 十 9、27"9、eq (%, 级 的 谓词 又 对 
命题 联 精 词 及 受 限 量词 封闭 (读者 可 自 证 )， 故 新 初 基 谓 词 包 含 于 
受 限 摹 状 于 4 十 y、%"y、eq tr, 幼 的 诗词 . 

反之 , 令 证 任 一 受 限 摹 状 于 2 十 y、z2'y、 eq(z%, 9) 的 汞 数 
fm，…, zr) 都 是 准 新 初 基 图 数 , 序 z==f 必 是 新 初 基 启 宰 . 

如 果 了 为 开始 画 数 ,这 和 是 显然 的 . 

如 果子 由 受 限 莫 状 式 作 成 , 设 (tw1,，…, 9) =rti Aly, Wa", 
ou) , 则 有 

2z 一 站 (Zi 29) 当 且 仅 当 
六 (Aly, ma, go) 关 0) 人 Z 一 0 V A(z, Ta, 0 一 0 
和 ~ (一 2V AlYy, za **, vn) EF0). 
易 见 := 为 新 初 基 请 蛮 . 

如 果 了 由 渤 苇 作成 , 届 了 (ti1,…, $n) 一 A(Bi1,…, Bm) (V1,*…， 
zn) , 因 受 限 草 状 于 2 十 2 eq 9) 的 六 数 必 古 二 般 初 等 钞 数 ， 
故 对 各 B; 必 有 一 - 数 , 使 

(0 十 2)*  《( 右 端 靳 记 为 轨 。 
从 而 
z 一 (wi1，…, wr)” 当 且 仪 当 
习习 eA A 人 Bn). 


依 归 和 纳 假 设 , 一 4、4=B 都 是 新 初 基 谢 词 , 从 而 易 兄 z=f 亦 是 
新 初 基 户 词 . 

傅 数 学 归 生 法 ,定理 得 莲 . 

注意 : 由 本 定理 的 证 明 还 可 看 出 : 受 限 莫 状 于 zyY、2"9、 
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eq (2， 人 急 的 画 数 (二 珊 副 初等 画 数 ) 必 是 准 新 初 基 画 数 ， 
定理 5 初 基 必 油 恰 与 受 限 划 状 于 “-- 银 | 艺 | 的 谢 调 相 一 
致 ，( 训 明 优 前 .) 
仿 上 面 的 证 明 ,还 可 推广 而 得 下 述 定理 . 
定理 6 设 和 4 为 递增 丽 数 , 且 对 各 心 ,…, A,, 均 有 一 数 刀 使 得 


di<itr Alw, Oo tb) 生生 人 
tots 


成 立 , 若 受 限 慕 状 于 4A, …，4、% 十 y、z 必 、eq (wy) 的 高 说 必 是 
新 初 基于 4 的 谓 阐 .如 果 4 又 是 受 限 莫 状 于 4，…， 水 的 男 数 ， 
出 两 类 谓 戎 便 一 救 . 

雍 者 自行 证 之 . 


习 题 


1. 将 本 节 未 证 的 定理 详 逢 证 明之 ， 
2. 斌 考察 受 限 量 鹿 化 多 项 式 谓 袜 与 新 初 基 良 词 ,并 证 它们 是 一 致 的 . 


$4 半 束 归 庙 刘 

初 基因 齐 对 不 受 限 存在 量 测 及 全 称 最 说 不 封 卫 ， 这 就 引进 了 
如 下 两 个 新 的 概念 ， 把 初 基于 蛮 冠 以 任 章 有 限 多 个 存在 量 油 (全 
称 量 蛮 ) 的 粘 果 叶 做 存在 化 (全 称 化 ) 初 基 轩 词 ， 存 在 化 初 基 谓 宰 
又 叫做 守 递 归 衣 再 或 部 分 递归 席 守 . 

这 时 ,在 前 面 所 冠 的 任意 有 限 多 个 存在 量 蛮 恒 可 提 而 为 一 ,部 
有 下 壕 的 精 果 . 

定理 1 一 关 刘 为 个 递归 前 蛮 (全 称 化 初 基 戎 前 ) 当 且 仅 当 它 
可 表 成 习 4(w1，…, wr, 2) 之 形 (Y 4 之 形 ) ,而 4(o， …， ao 2) 为 
初 基 彰 剂 ， 

证 明 充分 性 是 显然 的 , 可 由 定义 直接 得 出 ， 下 面 来 证 明 必 
要 性 , 条 有 一 个 牛 递归 前 鹿 了 , 它 表 成 
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P=3 813 tr 了 B(o 0, tr, Vi, ***, Ys), 
而 8 为 初 基 谓 阅 ， 取 配对 画 数 租 pg、 尺 、L, 使 得 下 列 三 关系 式 
2 一 Pg (YY);，Yy 一 wy 一 D2 均 为 初 基 襄 鹿 . 命 1 一 00 oo 0 
(zo 任意 指定 ) , 则 =LKr GG=1，…, 四 ， 收 
P=31B(LEY, LE :, LEY, Lt, yi, “**, Ys), 
显然 ，B(LEE 4 …，Z gi, …, Vo) 极 易 表 为 初 基调 前 ， 同 理 ， 
如 果 卫 为 至 称 化 初 基 诅 词 , 则 为 年 递 归 讲 初 , 可 表 成 3 xB 形 ， 
从 而 己 可 表 成 YvB 形 . 故 必要 性 得 证 ,从 而 定理 得 放 . 
下 面 将 普 ， 即 使 4(w1,，…, %%) 为 初等 盔 蛮 、 原 始 递归 性 秋 或 
一 般 递归 训 宰 ,  w4 (zc …, zy) 仍 为 咎 递归 谓词 . Ye4 仍 为 全 称 
化 初 基 谢 词 . 
定理 2 一 理 痢 是 中 递归 独 刘 (全 称 化 初 基 诗 炙 ) 当 且 仅 当 它 
可 表 成 0i4(c 0) 形 (Yzd(c， …, wr) 形 ) , 而 4 为 一 般 递 
归 前 蛮 . . 
是 明 ”必要 性 是 显然 的 , 因为 , 根据 上 定理 , 它 必 可 表 成 所 要 
求 的 形状 ,而 4 为 初 基 谓 词 , 故 当然 也 为 一 般 递 归 谓 宰 . 
充分 性 ， 设 一 钴 蛮 玫 成 3 mw4(o，…，o) , 而 4 为 一 般 递 归 
宙 盘 ， 因 ct 4(w4,…, zr) 为 一 般 递归 画 数 , 故 有 准 初 基 荔 数 的 带 
头 区 、 初 基 故 数 B 和 自然 数 n(K、B 均 与 谓词 4 无 关 ) ,使 得 
ct A(wi, ', oy) =RK rt BN, Wi, Wr y), 
帮 4 
3 wd (wv, 7 vr) 
等 价 于 3%(6b A(WI, ,tr) 一 0) ， 
等 价 于 3 导 %K rti Bm, v1, Tr, Y) =0, 
等 价 于 363y(Ky~0AB(n, v1 ,07, 9) =0 
A 了 (Bu wy, gr, ) —021—)). 
显 见 ， 括 号 内 为 初 基 瑚 蛮 , 前 面 冠 以 3m3y, 故 为 中 递归 必 章 ， 
关于 全 称 化 初 基 谓 词 部 分 , 可 由 秆 递归 谓词 部 分 推 得 ， 充 分 
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性 得 证 ,从 而 定理 得 证 ， 

读者 就 证 , 该 定理 中 的 4 (ol，…，w) 也 可 限定 为 初等 而 秋 或 
原始 递归 基 启 . 

上 定理 的 证 明 中 , 由 于 括号 内 的 请 鹿 与 所 猴 的 谓 宰 4 无关， 
故 可 进一步 推 得 

定理 3 对 于 每 个 自然 数 7, 均 有 一 个 固定 的 "+1 元 牛 递归 
居 蛮 (公称 化 初 基 沽 测 ) YG, wi,，…, wy) , 使 得 任 欠 一 个 7 元 千 北 
归 户 洞 ( 公 称 化 初 基 谓 鹿 ) 4(w1,…, or) ， 便 有 一 自然 数 mn, 使 得 
4 (pi, Wy) 等 价 于 了 (mw1， 人 

证 明 ”所 求 的 牢 递归 谓词 (全 称 化 初 基 计 词 ) TG, wi, ，…, 4;) 
序 是 上 定理 证 明 中 最 后 一 行 所 作出 的 谓词 (其 否定 谢 词 ). 

这 个 ?+1 元 竺 递归 襄 宰 ( 全 称 化 初 基 谓词 ) 4 人 zi, ,21) 
可 以 叫做 7 元 咎 递归 谓词 (全 称 化 初 基 良 宰 ) 的 枚 举 亩 册 或 通用 谓 
词 ( 注 意 : 多 项 式 谓词 、 初 基 襄 简 、 乃 至 一 般 递 归 请 前 的 枚 举 谓 宰 ， 
均 越 出 原 属 的 谓词 集 以 外 ， 只 有 咎 递归 诅 词 及 全 称 化 初 基 崩 简 的 
枚 举 望 鹿 则 否 ). 

由 定理 3 可 推 得 

定理 4 咎 递归 谓 记 集 ( 全 称 化 初 基 谓词 集 ) 大 于 一 般 递 归 阁 
齐集 . 基体 说 来 , 7 元 个 递归 亢 届 (全称 化 初 基调 蛮 ) 的 改 举 性 词 
了 T(t, wm1,…， wy) 虽 是 牛 递 轨 旅 谭 ( 全 称 化 初 基 谓词 )， 却 不 是 一 般 
递归 襄 词 . 

丁 明 如 它 是 一 般 递 归 褒 词 , 则 全 (t, wa …, my)， 因 而 
页 (zi，w，…，r) 便 是 一 般 递归 谓词 , 更 是 牛 递 归 谓 鹿 ， 但 后 者 
为 ?元 ,于 是 便 有 一 数 %, 使 得 

请 (gw, wi wr) 等 价 于 了 T(%, wi ,wr)， 

合 各 必 背 为 %n， 即 得 出 一 矛盾 .定理 得 施 . 

定理 5 牛 递归 性 说 集 ( 全 称 化 初 基 绸 蛮 集 ) 对 “或 >"“ 且 ”及 受 
限量 蛮 .不 受 限 存在 ( 示 受 限 全 称 ) 量 润 是 圣 于 的 ,但 对 “和 否定 ”及 不 
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受 限 全 称 景 阐 上 则 不 封闭 . 
证 明 讼 有 鸯 个 什 递 归 谓 词 P,Q, 可 表 成 : 
P=3% A(W, **, Lr, W), 
Q=3y BY, , Ys, Y). 
作 改 名 以 使 2 与 y 不 同 ( 至 于 必 ， 可 与 y; 相同) ， 则 
PYQ 等 价 于 3z3y(4VB)， 
PAQ 等 价 于 3¢3y(4AYV 2B), 
3 P 等 价 于 jz3v 4， 
3, P 等 价 于 323¢r (wuA A). 
它们 显然 仍 痢 是 牛 递归 攻关 要 证 下 递归 讲 制 对 受 限 全 称 量 宰 封 
团 ， 可 作 如 下 的 考虑 : 
2 也 等 价 于 oY .3% Alw, “2, Wr, TP) 
(下 面 斩 以; 代 Or) ， 要 说 “对 于 2 以 下 的 每 个 和 均 有 一 个 4, 使 
得 4(w1,…, i 人 成 立 ”; 等 于 冤 (注意 :这 个 2 是 随和 而 变 的 , 印 
是 的 责 数 , 特 记 为 x (四) “有 一 数列 2(0), x(1),…', “(2z) , 使 得 
对 于 每 个 ?以 下 的 均 使 4(w,，…, $v( 久 ) 成 立 ”, 但 存在 一 数 
ww, 使 得 


tm (一 0 GG=0,1,.., 2), 

放 上 语句 亦 等 于 说 是 “有 一 w， 使 得 对 于 % 以 下 的 加 均 有 4(%1， 

,tm (人 2) ， 亦 即 

,YP 等 价 于 WY Alm rb, tm, 0)). 

但 4 (2 pv, wy1 1， tm (tb, w)) 极 易 表 为 初 基 崩 词 , 再 矫 以 受 限 
全 称 最 说 Y 亦 然 ,再 冠 以 存在 量 秋 3w 后 显然 便 是 什 递 归 诅 鹿 了 . 

要 证 明 不 封 阳性 部 分 , 只 要 注意 到 : 牛 递归 攻 鹿 的 枚 举 庆 齐 
T(t, v1 …, %) 争 是 牛 递 妇 词 洞 , 故 它 可 表 成 了 9 B (tf, v1,… ,21, YY) 
之 形 ,而 B 为 初 基 衣 词 ; 从 而 了 便 可 表 为 Vy BG, m4， …, 4, 曙 
形 , 而 BB 也 为 初 基 音 蛮 , 故 如 果 折 递归 届 鹿 对 “否定 ”封闭 , 或 对 不 
受 限 公称 量 蛮 针 闭 , 则 必然 可 推出 
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于 (tf, w1,，…，%y) 是 牛 递归 虱 调 . 

这 与 定理 4 的 证 明 部 分 矛盾 ， 故 竺 递归 谓 制 不 可 能 对 否定 齐 圭 
六 ,也 不 可 能 对 不 受 限 全 你 量 宰 封 了 用， 定理 得 证 . 

千 递归 请 宰 (公称 化 初 基 谓 宰 ) 虽 然 比 一 般 北 归 谓 齐 更 广 ， 但 
两 者 之 间 有 很 密切 的 关系 . 

定理 6 一 谓词 (1, …, zy) 及 其 否定 五 Cc:，…, %) 均 为 中 
递归 请 莘 , 当 且 仅 当 它们 均 为 公称 化 初 基 谓 祠 ; 亦 即 当 且 仅 当 它们 
均 为 一 般 递归 谓 词 . 

证 明 ” 弃 然 P 及 无 均 为 牛 递归 谓 鹿 , 故 应 有 一 般 递 归 丽 数 
4 及 B, 使 得 

PP 可 表 为 3yA(vi, …, wr, 和)， 

五 可 表 为 3y Bo or， 有， 
因为 PYVP 永 黄 , 故 A (tw, …; gy, 拉 VB(v1,…, wy, Yy) 永 里 ， 
于 是 下 方程 右 端 (这 里 的 wy 系 指 使 作用 域 成 芙 的 闭 个 最 小 的 明 
是 正常 莫 状 式 , 序 永 有 意义 : 

(Co es te) = YL At, ,ry WV Bl or, YJ, 

因而 大 为 一 般 递归 画 数 . 故 | 
也 等 价 于 A(z Vr h(t Vr) ) ， 
万 等 价 于 Bo ,wr (wi wr)). 
足见 两 者 均 为 一 般 递 归 轴 蛮 . 

此 外 , 对 侍 递 归 必 蛮 , 还 有 另 一 个 标准 式 如 下 : 所 使 用 的 初 基 
谓词 可 限定 为 由 多 项 式 谓 宰 先 添 若干 个 受 限 存 在 量词 、 最 后 添 一 
个 受 限 会 称 量词 而 成 ， 换 车 之 ,我 们 有 下 列 定 理 

定理 7 一 请 说 为 后 递归 训 词 , 当 且 仅 当 它 可 裘 成 下 形 : 

32 VY Al, “Uy, WP, ， 
而 4 力 是 出 多 项 式 谓 市 添 受 限 存在 量 询 而 得 的 ， 
证 明 ”充分 性 显然 ， 仿 证 必 要 性 . 
我 们 知道 ， 千 递归 旅 词 可 由 新 初 基 旅 鹿 添 加 不 受 限 存在 景 阅 
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而 得 ,新 初 共 襄 宙 又 可 由 多 项 式 诅 市 添加 受 限 其 词 而 得 , 故 秆 递归 
谓词 可 由 多 项 式 谓词 出 发 ， 经 过 有 限 次 受 限量 词 及 不 受 限 存在 虹 
蛮 和 而 作成 . 

只 须 添加 象征 变 元 , 即 可 把 多 项 式 谓 鹿 表 成 所 要 求 的 形状 , 故 
“ 货 基 部 分 得 让， 

其 欢 ,起 一 莉 蛮 已 表 成 了 2 YA4(Wr，…, Wes 2, 切 之 形 , 则 

(1) 当 添 加 不 受 限 存在 量词 33w 时 (下 面 以 上 表示 pg (%, 2))， 

Iu ds yA, “1, Wr, Tt, Y) 


等 价 于 
习 t ¥ AQ, 0 Wr, Rt, Lt, Y), 
等 价 于 
3tY, (yg>LiV AQ, , Ws, Kt, Lt, y)), 
等 价 于 


3itv 了 习习 3 Y=9+4ytlV :AG ,Us, WU, V, Y) 

| Ni~pg(u, 四 )， 
等 价 于 

3 Y Abn, 0) 
而 4 可 霄 为 多 项 式 痢 蛮 添 加 受 限 存在 量 蛮 的 形状 ,于 是 合乎 要 
求 . 
(2) 当 添加 受 限 存在 量 蛮 时 ， 
,3 AvY AQn, 1, Vy, WP, Y) 

等 价 于 

ELA 3 (UU WA AC, oo, Ur, LC, Y)), 
故 由 上 面 的 (1) 可 知 它 可 表 友 所 要 求 的 形状 ， 

(3) 当 添 加 受 限 全 称 量词 时 , 首先 注意 :“ 在 w 以 下 的 每 个 
ur( 下 面 暂 记 为 伞 , 均 有 ,使 得 a(w)” 这 命题 等 价 于 “有 -一 数列 
z 人 ,使 得 ;生生 时 有 alz 的 )”， 亦 即 “ 有 -- 数 w, 使 得 <u 时 有 
a(tm (5， ww))”( 参 见 第 276 页 ) ， 明 自 这 一 点 后 , 便 可 知 
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. 了 32Y 4 “0 Ur, OD, y) 
等 价 于 

IJw Vv vy A(wu, "Vr, tm (%, 他 ) ， y). 


tsi Yatm(i, ww) 
若 命 2 一 pg lw, ww) ,9 一 p9 Gy) (这 里 29 对 x、9 不 减 ), 则 
gpg i, Y) Ep9 ue, tm (i, wW)) Ep9Y, 划一 0 
即 9 的 变 域 必 在 以 下 ,因而 上 式 等 价 于 
习 2 本 3lKg=Kvtbt1iY Lg-tm(Ky, 了 oO) 十 C 十 二 
VAQan, mW， tm (Kg, Lo), Lg)]. 
它 显然 可 霄 成 所 要 求 的 30Y_ da …, ws v, 9) 形 ， 
熔 上 三 方面 看 来， 所 要 求 的 形状 不 因 添 加 受 限量 词 及 不 受 限 
存在 量词 而 有 所 影响 ， 由 数学 归纳 法 ,于 是 定理 得 证 . 
如 圩 租 写 出 本 定理 所 要 求 的 形状 便 是 : 
3eY, 一) (P、Q 为 多 项 式 )， 
对 这 标准 式 还 可 作 进 一 步 的 要 求 : 要 求 各 wm 均 与 相同 ， 即 还 可 
有 下 列 改 进 的 定理 . | 
定理 8 一 谓词 是 秆 递归 谓词 当 且 仅 当 它 可 裘 成 下 形 : 
3zY 了 3(P-8, 


yw R12P 


而 P,Q 为 两 个 多 项 式 ， 

证 明 充分 性 显然 ,下 面 来 证 明 必要 性 ， 

由 定理 7 知 , 蔷 年 递归 谓 宰 可 类 成 下 形 : 

3oY BP- 

试 命 max 必 一 ! 且 pg(%, 仿 一 轧 则 得 

3 3 3, a aI) A er) 

My>rV P= At=pg ls, D1. 

再 仿 上 法 便 易 变 到 所 要 求 的 形状 了 .于 是 定理 得 让. 

上 面 说 过 , 存在 一 个 牛 递归 调 衣 的 枚 举 谓 蛮 。 如 采 把 该 请 说 
表 成 上 述 标准 湛 , 便 可 得 出 下 面 的 定理 ， 
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定理 9 对 每 个 +, 都 有 两 个 多 项 式 已 人 Wr， te 
Wa, 2, Y) FQ NR, TYy) ， 使 得 对 每 一 个 元 
年 递归 启 鹿 , 帮 有 一 个 自然 数 mo 使 
dc …， zr) 等 价 于 32 了 3, 3 Pm) = Qn0)). 


习 题 
1， 个 递归 吝 词 钱包 括 初 基 裔 神力 至 一 般 递 归 谓 袜 , 为 什么 后 二 谓 袜 集 
对 “否定 ”" 封 阴 而 侍 递 归 谓 宰 集 却 对 “否定 ”不 封 朋 ? 
在 什么 情况 下 , 可 以 由 4 的 子 集 对 命题 联 精 福 封 阴 而 推出 4 集 对 命题 
2. 斌 仿 本 节 关 于 竺 递归 宵 阐 的 标准 式 的 化 归 , 而 推出 关于 全 称 化 初 基 
请 词 的 标准 式 ， 
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算术 衣 鹿 可 以 衣 是 秆 递归 襄 词 和 公称 化 初 基 请 词 的 推广 ,为 
此 ,下 面 先 讨 葵 一 些 关 于 量词 的 性 质 . 
对 量 诅 变 元 可 以 任意 改名 ,例如 :只 要 4(z) 中 无 多 则 Ye 4(%) 
可 改名 为 Vy A(y). 
若干 个 量 笠 依次 连接 ， 粗 成 一 个 首 标 .在 数理 还 寿 中 已 烃 媳 
明 ,不 论 用 何 种 方式 添 人 量 蛮 ,所 得 式 子 均 可 化 碟 本 身 无 量词 的 .但 
前 面 冠 以 首 标 的 公式 ( 称 之 为 前 束 范式 ) ,下 文 将 常用 (a)、(8) 等 用 
示 任 一 普 标 , 井 用 (a') 、487) 表示 其 对 偶 ( 由 Y、 3 互 换 而 得 ). 例 
如 设 (Q) 为 Yel V2s zsYm4 习 zs, 这 时 (a ) 为 了 位 习 ZaVza 习 weVo5i 
丸 如 设 (8B) 为 刁 24 Vs 习 0s 习 0 ， 这 时 (B0) 为 Voi3oaYaavyos， 溢 
干 个 同类 量词 相 邻 时 租 成 一 层 , 例如 Yoiydzs 习 4yVz 习 ii 习 sa 租 成 
从 立 起 的 四 层 . 用 (Y) 、 乌 ) 分 别 表 示 直 若干 个 全 称 、 存 在 县 测 所 
租 成 的 层 。 例 如 
习习 Wa Yos 习 wx Yrs Yre 可 得 记 为 (3)VY3(Y)， 
Yo: 习 ve Vrs Vw 习习 we 可 简 记 为 V3 (VY) (3)， 
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定义 ”在 多 项 式 恰 蛮 前 面 冠 以 有 限 多 个 不 受 限 基 词 ， 所 得 的 
谓词 时 做 算术 印 翌 . 

定理 1 算术 名 蛮 对 命题 联结 前 及 量 鹿 ( 受 限 或 否 ) 是 封 六 的 ， 

证 明 ”总 有 两 算术 印 蛮 PP、Q@, 它们 可 表示 如 下 : 

P=(0) (4=4A2), Q= (8) (B= Bs). 

这 里 的 (a)、(B) 为 任意 琴 首 标 , 井 可 改名 使 其 量词 变 元 互 不 相同 ， 
而 41、 As、B1、 Bs 为 多 项 式 . 我 们 有 : 


P (0) (A1= 4;), 
等 价 于 
Ca) (和 天 4,)， 
再 ,等 价 于 (a3t4di=1-+t 十 doV Ai 二 1 十 i= 4s)， 
PVeQ (om) (8) (A1= AsV Bi1= Bs), 
PAQ (0%) (8) (41= As Bi= Bs), 
VeP Ve(@) (A= 4) , 
IvP 3r(0) (41= .4s), 
VP vele>uy (@ (4 -4)), 
等 价 于 
Vola)jil(s=utttly 41= 4;), 
3P 3z(swA (a) (A1= A3)), 
等 价 于 


习 2Z(o) 了 ti 十 4 一 VANAL4 一 43) ， 
根据 $2 的 讨 花 ,括号 内 可 表 成 多 项 式 施 词 ,改定 理 得 证 
定理 2 由 初 基 、 初 等 .原始 递归 等 类 襄 词 出 发 ,和 你 过 命题 联 精 
词 及 量 宰 ,所 得 的 仍 是 算术 襄 词 . 
证 明 由 多 项 式 贿 词 ,多 过 命题 联结 词 及 受 耻 量 词 ,可 得 新 初 
基 谢 鹿 ; 再 经 过 存在 量词 便 得 牛 递 归 调 蛮 . 足见 算术 襄 词 包括 了 
以 前 大 论 的 各 类 亢 词 ， 由 于 算术 谓词 对 命题 联 粘 词 尺 量词 的 圭 六 
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性 , 政 定 理 得 证 . 

由 于 全 递归 谓词 对 “否定 ”及 全 称 量 鹿 不 封 卫 ， 故 知 算术 前 谣 
集 红 前 面 寻 论 过 的 各 虱 诅 集 均 大 ， 

改选 用 基 类 谓 番 叫做 基准 让 铀 ,让 为 RE. 

定义 ” 凡 能 表 成 (Y) (3 …(o) 有 ( 共 半 野 ) 的 刘 说 称 为 (Y)， 
词 。 凡 能 表 成 (3) (Y)…(o 忌 ( 共 于 层 ) 的 请 调 称 为 (3), 谓词 . 朗 
是 (VY) 请 宰 又 是 (3) 误 鹿 的 放 词 称 为 (NR) 形 谓词 ; (3)1 谓词 特 称 
为 存在 化 民 讽 词 ，(v) 戎 启 特 称 为 全 称 化 及 角 悦 ， 

如 果 及 (基准 襄 词 ) 至 少 为 初 基 谓词 (这 时 (3)1 谓词 便 是 生 递 
归 疯 前 )， 则 在 首 标 中 每 明 可 只 用 一 个 量 表 .例如 ， 改 一 谢 蛮 呈 

Yo YA Yi WeV21 YELLA (Ww Th, Yi Ws C1 和) 
形 , 巧 可 表 成 

Vu vw A(LR ,0 Lu, LRY, ,Loy, LRU, Low), 
它 显然 可 表 艳 V4u 习 oYwBB 形 , 即 合 乎 要 求 . 
意 : 当 及 限于 多 项 式 谓 裙 时 便 不 能 这 样 简 化 (为 什么 ?) ,这 

是 为 什么 存在 化 多 项 式 谓 词 容许 多 个 存在 量词 的 原因 ， 

定理 3 如 果 基 准 谓词 五 为 一 般 递 归 请 莘 , 则 基准 谓词 集 ( 能 
圾 威 号 形 的 ) 恰 与 (1) 形 谓词 集 同 ， 

妓 明 引入 象征 变 元 , 显 见 

(81 02 可 表 为 YoR (Op 0) 及 导 Z 民 (O 0) ， 

故 一 般 递 归 请 词 又 为 (VY)1 及 ( 归 )1 襄 词 , 故 为 n=1 时 的 (ww) 形 请 
词 ( 见 上 定义 ) , 即 (1) 形 谓 启 . 

反之 , 设 卫 为 () 形 谓词 , 即 了 可 表 为 

P=Yz Qi (v1 '**, Wn, 0) ， 
P= 3rQ(P, **, Wn, FC), 
划 五 一 3zGa(o mp ws 2)、 政 
PY P=32( (0 pe Way ET)V Wa ,Ws 0)， 


故 知 
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HG oO VQa(z， 2 F)) = WP, 7 on) 
对 每 租 (z1,，…, ww) 均 有 定义 ,从 而 为 一 般 北 归 画 数 , 但 PQs (mi， 
Wn, WwW (21， “+, 0) ) ， 足见 P 为 一 般 北 归 谓 齐 . 


合并 两 者 精采 ,定理 得 证 . 
注意 : 如 果 基 礁 户 词 非 一 般 递 归 谓 词 ， 则 基 淮 谓词 集 未 必 与 
(1 形 请 词 集 相同 . 


通常 均 以 一 般 递 归 调 蛮 为 基准 慎 调 ,这 时 (3)1 导 蛮 朗 牛 逆 归 
谓 鹿 . 

关于 算术 谓词 的 一 条 很 重要 的 定理 是 

定理 4 对 任 一 自然 数 n 之 1 说 来 ,有 

(1) (YV); 请 宰 集 及 ( 习 ), 谓词 集 均 为 (wn 十 1) 形 襄 市 集 的 属 子 
集 ; 

(2) (VY), 导 蛮 集 与 (3)。 疆 蛮 集 互 不 包含 ; 

(3) (wm) 形 谓 宰 集 为 (Y)， 谓词 集 的 凌 子 集 , 也 为 (3); 谓 祠 集 
的 鞭子 集 . 

证 明 (1) 引 人 和 人 象征 变 元 后 ，(Y)。 调 蛮 及 ()， 蛮 调 均 可 表 
为 (VY)nti 诗词 , 亦 可 表 为 包 )wi1i 性 科 。 例如 讽 

忆 =(Y)G)…(o4，Q= GCCY) (0)B 

(这 里 的 a 或 为 V 或 为 3, 需 袍 %\ 的 奇偶 而 定 ). 


则 
P= (Vv) (3).*(a)a'A [(V) n+] 
=3(V) (3)… (a) A, [Ca) nra] 
Q=V(3) (Vv)…(o)B [(V) ne] 
= (3) (YY)… (wo'B. Et 


故 知 (Vv), 谓 亡 及 (3), 谓词 均 为 (mn 十 1) 形 谓 市 的 子 集 ， 如 要 
证 明 宅 们 为 (w 十 1) 形 疆 蛮 集 的 鞭子 集 , 可 优 下 面 的 (3) 的 证 明 , 在 
此 队 略 了 . 

(2) 今 作 一 调 蛮 ,使 得 它 可 表 成 (V), 形 : 
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(V) (3) Ve (0) RO eo th, m1 7 ta), 
[ 诺 w% 表示 前 面 量词 中 的 变 花 ,下 同 ]， 
但 是 它 不 能 表 成 下 列 ()， 形 : 
(3) (V) Da BE bh, V1 0, on) . 
不 丧失 普 欢 性 ,可 假定 Ai= 1 下 文 提 把 “和” 写 为 “， 
所 作 的 谓词 , 郎 由 n+1 元 什 递 归 裔 蛮 的 枚 举 谓词 A (mt, wi， 
…, Zn) 作 否 定 , 再 冠 以 相应 量 宰 (VY) G) (V)… (a) , 最 后 合 m 一 1 
而 成 ;好 (V) (3) CV) C0) Al, ty wi, on) 
任 取 一 个 一 般 递 归 调 蛮 R(t vi, …, 2), 应 有 m 使 得 
R(t, D1, 0, wa) =ACm, t, D1 pn) ， 


再 得 
C3) (V) (HD) (0) RG, v1, 1, oy) 
三 (3) (Y) 3) (0) Am, t, 0 tn) 
=(V) 3) Ve(a) A lm, b, we, ti), 
当 1=m 时 ， 


(3) (VvV) DD) (0) Rm, ti, 1 ti) 

=(Y) (3) (V) (a) A(m, m, v1, ,ty) 

所 (V) (3) (V)** (a) A (mm, m, gi, 7 i) 
足见 右 端的 (V)，, 形 谓 鹿 在 1 一 m 处 与 左 端的 ( 习 )，, 形 谓 齐 不 等 价 ， 
故 在 这 里 它 不 能 表 为 由 忆 冠 以 所)，, 形 的 谓 宰 . 因 忆 是 任意 取 的 ， 
故 知 它 决 不 能 表 为 (3)。 形 谓 词 . 

同 理 , 有 一 个 ( 习 ), 形 调 衣 , 它 不 能 玫 为 (Vv), 形 谓词 , 故 斯 车 
(2) 得 证 . 

(8) 依 定义 , (mn) 形 户 词 集 为 (Vv) 请 词 集 的 子 集 , 也 为 (3)， 
谓词 集 的 子 集 ， 如果 (n) 形 调 番 集 不 是 〈Y)。 调 诅 集 的 鞭子 集 , 则 
这 两 集 相同 ,从 而 (V)， 第 便 为 (3)， 集 的 子 集 ,这 与 断言 (2) 矛盾， 
故 知 (nm) 形 划 调集 必 为 (V)， 轩 蛮 集 的 鞭子 集 ， 同 理 ，(m) 形 希 蛮 
集 亦 必 为 ( 习 。 集 的 其 子 集 . 断言 (3) 得 证 . 
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于 是 定理 得 证， 

由 定理 4 立即 可 推 得 :对 任 一 % 说 来 , (% 十 1) 形 、(V)n、 (3 习 )，，、 
(m) 形 谓词 集 都 是 彼此 不 同 的 . 

由 此 更 可 推 得 :如 果 m% 关 n, 旧 (m) 形 、(Y)m、 (3)m 疆 蛮 集 与 
(nm) 形 、《Y)n、(); 谢 齐 集 亦 是 彼此 不 同 的 . 

这 便 表 明了 算术 性 调集 的 丰富 内 容 ， 

和 念 秆 递归 谓词 处 的 讨论 ,可 得 

定理 多 如 果 基 准 谓 词 RR 至少 为 初 基 吝 词 , 则 ( 避 ;谓词 ((V)， 
讲 袜 ) 对 “或 ”“ 且 ”是 封 阴 的 ,对 受 限量 词 是 对 并 的 ,对 不 受 限 存在 
(全 称 ) 量 词 是 封 朋 的 ,但 对 “否定 ”及 不 受 限 全 称 (存在 ) 量 市 则 否 . 

族 明 由 上 面 各 定理 易 得 , (3), 谓词 ((V), 讲 章 ) 对 “否定 ”及 
不 受 限 全 称 ( 存 在 ) 量 词 是 不 封 散 的 (读者 自 证 )， 现 讨论 封闭 性 部 
分 . 

就 就 (). 谢 齐 讨论 . 座 其 中 有 两 谓词 了 、Q. 这 里 先行 改 
名 ,使 该 两 诅 词 的 量 齐 变 元 不 同 。 妓 

P= (3) (V0 A(w,), Q= (3) (VV)(0) Bly,). 
于 是 有 

PYQ 等 价 于 (3)(3) (Vv) (Vr(aXaX Alw VB 

3zP 等 价 于 (3)(V)*… (a) A(%,…), 

习 卫 等 价 于 33) (VD)%…(0) (wtAN A eo)). 
注意 “二 tf 人 4(w,…) ”显然 仍 在 基准 前 词 集 中 ( 当 它 至 少 为 初 基 
请 前 集 时 ). 

剩 下 还 须 诈 明 : ( 习 ), 谓 鹿 和 集 对 受 限 全 称 量 市 封 阴 .由 秆 递归 
谓词 处 的 讨论 可 知 (注意 : 因 及 至 少 为 初 基 谓 说 , 故 各 层 量 鹿 只 用 


一 个 ): 


YY 3z(vy) (a) Am, wv, -…) 
等 价 于 (参见 第 276 页 ) 
3w ¥ (V)* (0) ACG, tm W), **) 
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等 价 于 
Aw Vi (a) (tm w), ) Vi>D). 

注意 :如 果 基 准 谓 词 集 于 至 少 为 初 基 谓 鹿 集 , 则 作用 域 显 然 仍 可 堆 
成 基准 谓 齐 ,于 是 定理 得 证 . 

注意 : 如 果 基 礁 谢 词 只 是 多 项 式 请 词 ， 那 么 由 上 面 的 证 明 便 
可 看 到 , 它 未 必 对 受 限量 鹿 圭 于 。 这 时 只 有 

定理 6 如 果 以 多 项 式 请 词 为 菇 准 识 词 , 则 (3), 谓 齐 集 只 对 
“或 ““ 且 ”不 受 限 存在 量词 封闭 . 当 % 为 奇数 时 ，(3)，。 性 调集 才 
对 受 限 存在 量 调 封闭 . 无 论 如 何 ， 它 对 不 受 限 全 称 量词 不 封 表 
(对 (Vv), 讲 词 集 可 仿 此 来 讨论 ). 

证 明 当 % 为 奇数 时 ,( 归 ); 谓词 的 首 标 以 习 开 始 , 以 习 车 昆 ， 
这 时 锯 )…(Q) 习 (wt 人 4) 可 表 为 

(3)* (a)33v C=%+u A 4), 
受 限 存 在 量 鹿 车 有 并. 

出 乎 意外 的 是 : 

定理 了 郎 使 以 多 项 式 请 词 为 基准 谓词 ，(m) 形 必 蛮 恒 对 命题 
联 烙 调 (或 . 且 、 否 ) 及 对 量词 ( 受 限 或 否 ， 全 称 吕 存 在 ) 寺 并. 

读者 就 自 证 之 . 

当 以 多 项 式 谓 词 为 基准 诅 宙 时 ，(3), 谓词 集 对 受 限 全 称 量词 
封 了 或 否 的 问题 邻 告 不知，(V)n 请 词 集 对 受 限 存在 量词 封 阴 或 否 
也 人 竺 不 知 ， 这 素 涉 到 下 面 一 个 问题 的 解决， 

在 1900 年 , D. Hilbert 提出 了 一 系列 数学 中 未 解决 的 间 题 ， 
其 中 却 有 一 个 (也 只 有 -~ 个 ) 是 判定 团 题 , 序 : 

当 任 给 一 整 系数 代数 方程 了 =0 时 ,就 决定 它 有 没有 整数 根 ， 

显然 ,该 问题 可 变 成 : 

当 任 给 一 自然 数 系数 代数 方程 P=Q 时 ,就 决定 它 有 无 自然 
数 根 ， 

换言之 , 试 决定 忆 ) (P=Q) 的 扶 假 ， 
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这 便 是 关于 (3)+ 谓词 的 制定 ,但 限定 其 基准 谓词 为 多 项 式 谓 


下 文 将 要 说 明 ,如 果 一 谓词 是 一 般 递 归 诅 词 ,那么 它 的 其 假 是 
可 以 完全 御 定 的 , 即 “ 且 ”或 “ 假 ” 均 可 在 有 限 步 骆 内 知道 ,如 果 一 
谓词 是 御 递 归 族 鹿 而 不 是 一 般 递归 谓词 , 那 未 宅 只 能 秆 币 定 , 即 当 
它 “ 鞭 ”时 可 在 有 限 步 睐 内 知道 ,而 当 它 “ 假 ” 时 却 未 必 可 在 有 限 步 
号 内 知道 Hilbert 所 提 的 天 题 是 可 以 牢 判 定 的 ; 因为 如 果 有 根 的 
话 , 显 然 可 在 有 限 步 又 内 知道 (对 自然 数 逐 一 鼓 验 便 行 了 ) ,但 是 否 
可 以 完全 利 定 呢 ? 
上 面 已 沟 改过 ， 每 一 个 定 递归 彰 秋 (包括 非 一 般 递 归 的 ) 均 可 
表 成 
3¢Y 习 … 了 。 (P=®) 


yo Zo 


之 形 , 如 果 当 以 多 项 式 谓词 为 基准 襄 词 时 ，(3)1 前 阐 对 受 限 全 称 
量 洞 圣 闭 ,那么 这 显然 是 (3)+ 性 前 , 即 它 又 可 表 成 
(3) (Pi=Q1) 

之 形 ,既然 这 形状 包括 了 一 切 千 递归 谓 宰 , 那 便 表明 ,至 少 有 些 ( 含 
参数 的 ) 多 项 式 方程 , 它 对 哪些 参数 有 和 根 、 对 哪些 参数 无 根 是 不 能 
在 有 限 步 灵 内 知道 的 . 邹 Hilbert 提出 的 这 个 问题 是 没有 解 的 . 

但 (了 ; 疆 舟 (以 多 项 式 为 基准 ) 对 受 限 全 称 量 蛮 的 封闭 性 未 
明 , 故 Hilbert 的 问题 有 解 或 否 也 未 明 . 


习 题 
1. 斌 证 明 本 节 未 合 嫩 逢 证 明 的 定理 
2. 如 用 不 同 的 谓 宰 集 ( 多 项 式 崩 词 集 除外 ) 作 为 基准 训 词 集 , 上 则 (VD，、 
(3)， 及 (m) 各 类 误 习 集 是 相同 的 还 是 不 同 的 ? 
3， 试 将 下 列 请 词素 成 存在 化 多 项 式 谓词 . 
(1) w+0, wyY, TAY TY; 


2) y=7sCu 0), y=|<|; 
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(3) z 非 质数 ; 

(4) 2 非 2 的 方 徊 . 
它们 的 否定 有 哪些 是 可 去 成 存在 化 多 项 式 讲 蛮 的 ， 

4， 上 题 的 各 导 词 的 否定 中 , 如 果 有 不 能 表 成 存在 化 多 项 式 疆 调 ， 那 未 能 
否 把 它们 玫 成 存在 化 初 基 清 剂 ( 即 中 递归 性 词 )? 

注意 : 由 第 3、4 是 井 未 率 明 作 递 归 谓 广大 于 存在 化 多 项 式 疆 弹 , 因为 所 
襄 “ 不 能 胡 成 存在 化 多 项 式 误 词 "只 是 “目前 不 能 ”, 并 不 是 “不 可 能 是 存在 化 
多 项 式 谓 齐 ” 


$ 6 大 算术 谓 阐 之 一 例 
从 上 而 所 说 可 知 ,算术 裔 词 远 比 秆 递归 请 宰 大 得 多 , 们 乎 这 是 
我 们 所 能 得 到 的 最 大 谓词 集 了 ,也 似乎 不 可 能 有 非 算 术 谓 词 了 . 
但 是 事实 则 不 然 . 
算术 谓 审 是 可 数 的 ( 极 易 定 出 枚 举 它们 的 方法 来 )， 但 数论 画 
数 却 是 不 可 数 的 (数论 画 数 集 与 连篇 往 具 同样 的 基数 ) ， 因 此 巾 梨 
合 论 的 定理 可 知 : 必 存 在 非 算术 导 词 ， 下面 将 具体 地 构造 出 一 个 
非 算 术 亢 词 来 . 
从 上 节 的 讨论 可 见 ， 每 一 个 算术 角 诅 都 四 一 般 递 归 调 蛮 冠 以 
轩 定 个 数 的 量词 而 得 ， 因 此 ， 只 要 作出 一 个 具有 可 变 多 个 量 蛮 的 
届 蛮 ( 即 其 量 衣 个 数 随 其 中 变 元 的 值 而 变化 的 ) ， 那 么 它 便 不 是 算 
术 请 词 -了 . 
定理 1 存在 一 个 原始 递归 性 词 Re) 及 原始 递归 画 数 g(a,%)， 
使 下 式 所 定义 的 谓词 履 (a, 不 是 算术 训 词 : 
M(a, 0) = BR(o), 
4 M(la, 2k+4+1)=32 M(g(a, £), 28), 
Ml(a, 2F+2) = M(g(a, 2), 2 +1). 
生 明 依 这 定义 式 , 有 
M(a, 0)}=BR(la), Ml(a, 1)=3¢% Rgaw, 
M(a, 2) = Ve rs Rggares, 
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M(a, 2 十 1) 一 习 2VY2a… 汪 won RO ary .Tapr1, 
M (ag, 2 站 十 2) =V413 Le won sg 301… apr . 
由 上 节 的 讨论 可 知 , 对 于 任何 7 十 1 元 后 递归 调调 的 术 举 谓词 
T(t, xo, Wi, ***, zr) 及 任何 7 野 首 标 (o) 而 言 ， 
(Tt, 直 oO) 
决 不 能 是 (V) 或 (3) 形 量 简 , 而 8<7, 其 中 (o) 为 Yi 习 za… 形 或 
为 3 wm Vwa… 形 的 首 标 ( 共 7? 个 量 宰 ). 
极 易 作出 一 谓 衣 玉 , 使 得 对 任何 7 均 有 
也 (Por+2rtot we) = Pt, t, 01 Wr), 
今 即 取 玉 (4) 为 定理 中 所 说 的 了 (0) , 了 到 p9 (4, 2%) 为 定理 中 所 说 的 
9 (a, 2) ,这 时 
M(a, 2k+1) =3% NEA ET ab+r1y 
M(¢, 2 十 2) = Yt13 va IVpr a PI CO ants. 
如 果 玉 (c,， 太 为 算术 证 袜 ， 划 应 有 一 个 一 般 递归 训 宰 B(a， 
,tw1，…， 2r) 及 一 个 首 标 4a) ， 使 得 
M(a, P= (a) Bo, hb, wi, pr)， 
而 (@) 为 对 my …, w 的 (V)+ (或 (3)") 首 标 . 任 取 一 奇数 夺 >7， 
则 
(a) Bl(poht, k, mi, ***, Tr) 
三 MDopt Kk) 
=(B)V pg bit "my 
=(B)T(, #, ti, '"*, Ch), 
这 里 的 (了 为 41Yra… 习 zx， 由 上 节 讨论, (8B)TD 了 ,bo …， 4) 
示 可 能 是 (Yy， 或 (了 : (7 有 调 亢 ， 但 左 端 却 是 〈(Y)， 或 (3)r 独 
说 , 故 由 该 等 价 式 导出 一 矛盾 由 徐 矛 盾 即 知 : Mo, 及 非 算 术 章 
词 , 定 理 得 证 . 
注意: 本 谣 明 的 基本 要 点 是 : M (c, 及 至少 是 (V)w 或 归 )x 记 
蛮 ,从 而 M(&， 国 (作为 二 元 计 蛮 ) 决 非 算 术 瑚 泣 ， 
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习 时 

1。 本 节 的 递归 式 是 什么 样 的 递归 式 ? 它 与 以 前 食 奖 讨论 过 的 递归 起 上 比 
较 起 来 是 更 强 呢 还 是 弱 于 某 个 递归 式 1 

2， 敲 作 算 术 愤 蛮 的 故 举 基 夭 ,并 问 其 放 举 圭 尊 是 否 亦 为 算术 狼 润 ? 


S 7 部 分 列 数 与 半 特 征 玛 数 

以 前 , 当 定 义 多 项 式 独 弯 ( 乃 至 一 般 递 归 居 说 ) 时 ,都 是 从 该 而 
词 的 特征 画 数 着 眼 的 ,但 当 定义 个 递 归 望 词 及 算术 谓词 时 ,却说 从 
某 某 衣 词 冠 以 某 某 量词 而 得 , 未 提 到 它们 的 特征 两 数 . 到 底 后 面 
这 两 种 户 词 有 无 特征 两 数 呢 ?如 有 ,它们 的 特征 丽 数 又 是 什么 呢 ? 

按 定 义 ,每 个 调 滋 都 有 一 个 艾 只 有 一 个 特征 面 数 ,因此 后 两 种 
诅 宰 当然 也 有 特征 而 数 ， 不 过 其 特征 丽 数 未 必 是 可 谢 算 的 , 序 未 
必 处 处 都 可 以 在 有 限 个 步骤 内 计算 出 其 值 。 为 什么 是 这 样 的 昵 ? 

很 明显 的 事实 是 ， 如 果 这 两 种 亡 词 的 特征 范 数 能 饮 在 有 限 步 
拱 内 计算 出 其 值 ,又 注意 到 特征 画 数 必然 是 处 处 有 定义 的 ( 因 谓 词 
对 每 一 个 变 元 不 是 “ 鞭 ” 便 是 “ 假 ”) ,所 以 必然 是 一 般 递 归 画 数 ( 根 
据 印 吉 论 题 )， 但 后 两 种 谓 鹿 集 弃 比 一 般 递 归 户 补 集 来 得 大, 因 
而 , 一 般 说 来 , 其 特征 画 数 必 非 一 般 递归 而 数 , 从 而 不 是 可 计算 的 
画 数 . 

旗 然 这 些 必 油 的 特征 画 数 不 是 但 可 计算 的 ， 特 征 历 数 便 赤 失 
其 主要 效用 了 . 为 此 ,这 里 引 太 中 特征 画 数 的 概念 . 

定义 “ 蔽 有 一 苦 说 4(c) ， 如 果 一 夯 数 (2) 满足 下列 条 件 : 

当 4(o) 芙 ( 假 ) 时 ，F(o) 为 0; 
当 4(e) 假 (里 ) 时 , 了 (w) 或 者 有 值 而 非 0 或 根本 没有 值 ; 

那 余 , 便 称 f(x) 为 4(w) 的 表 定 性 ( 吾 定性 ) 的 侍 特 征 图 数 . 

咎 特征 画 数 的 特点 在 于 : 它 可 以 对 某 些 4 没有 值 , 即 没有 定 
义 、 不 过 必须 限定 , 没有 值 的 情况 只 出 现 于 4(w) 为 “ 假 ”( 或 为 
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“ 趴 六 时 ,否则 中 特征 画 数 也 就 失去 其 作用 了 . 
因此 ,出 于 秆 特 征 丽 数 的 引 人 , 这 蛙 便 可 以 考虑 存在 化 多 项 式 
帮 草 、 中 递归 蛮 鹿 、 用 至 全 称 化 多 项 式 导 蛮 的 (肯定 性 或 否定 性 的 ) 


定理 1 一 请 词 为 年 递 归 谓 词 , 当 且 仅 当 它 的 肯定 性 第 特征 画 
数 为 牛 递归 画 数 . 


证 明 ”必要 性 ， 设 一 谓词 4(o，…，o) 为 年 递归 谓 习 , 依 定 
义 ,应 有 一 初 基 谓词 了 B(w1,…，, zr, %), 使 得 
4 ,tr) 4Y TO **, rs Y), 
亦 即 : 有 一 初 基 夯 数 2(z1，…, wr, 9) ,使 得 
4(0， ,tr) 三 习 4[0(O， 0 Y) =0]. 
今 定 义 一 画 数 & (zi, …, zr) 如下: 
CO Wr) Tw Or Yr om, ,Vr Y). 
易 见 ,有 下 列 关系 式 成 立 : 
4(0 9) 里, 当 且 仅 当 5(21,，…, tr, 奶 二 0 有 YY 根 ， 
当 且 仅 当 rti Co, …， wy, Yy) 有 定义 ， 
当 且 仅 当 a(w1,…, 2) 有 定义 且 其 值 为 0; 
4(o pp 9) 假 , 当 且 仅 当 4 C51,，…, 9) 没有 定义 ， 
故 知 4 《81 入) 以 40 … Wr) 为 其 肯定 性 宇 特 征 画 数 ， 但 
& (v1,， wr) 为 生 递 归 画 数 , 故 必要 性 得 证 ， 
充分 性 ， 发 有 一 牛 递归 画 数 (wi,…, 和)， 则 有 两 丽 数 区 、B 
及 一 自然 数 w% 使 得 
0 人) = Krti By, gi, , Wr, Y). 
如 果 /zu …， my) 便 是 谭 词 玉 (cb …， or) 的 肯定 性 华 特征 丽 数 ， 
显 见 :; 
了 (xb 9) 芙 ， 当 且 仅 当 ri Bm, ,ry) 存 在 且 等 于 0， 
而 
(wr) 假 , 当 且 仪 当 : 
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或 者 长 了 HBBn, zi, ，…，%, 也) 不 存在 ， 
或 者 虽 存 在 而 其 值 不 为 0. 
因此 ， 必 蛮 了 (21，…, 四) 可 表示 如 下 : 
3y (Ky=0AB(n, wi, pp， Lr, Y) =0 
AY (了 (20 2) 一 0 二 2 一 人 力 ) ， 
FF (za …, tm) 显然 为 秆 北 归 谓词 ， 故 充分 性 得 证 . 于 是 定理 


存在 化 多 项 式 届 市 为 中 递归 怖 油 的 一 种 , 故 得 : 

定理 2 存在 化 多 项 式 谓 宰 的 肯定 性 秆 特征 画 数 也 是 和 递归 
而 数 ， 至 于 是 否 凡 个 递 归 画 数 均 是 某 一 个 存在 化 多 项 式 诅 词 的 肯 
定性 秆 特征 丙 数 , 划 须 看 后 者 是 否 与 咎 递归 谓词 爹 同 而 定 . 

与 上 定理 对 偶 , 双 有 

定理 3 一 神农 之 为 (V): 形 亢 市 ， 当 且 仅 当 它 的 否定 性 牛 特 
征 夯 数 为 中 递归 夯 数 . 

姥 明 。” 因 一 表 蛮 为 (Y);1 形 , 当 且 仅 当 它 的 否定 为 ( 习 : 形 , 印 
它 的 否定 为 定 递归 居 蛮 . 

依 定义 ,有 些 (V); 及 ( 习 * (7 之 1) 形 的 算术 谓词 是 不 能 表 成 具 
更 少量 蛮 的 形状 的 ,因此 , 当 *>1 时 ,有 些 (WV); 形 疆 翻 及 (3, 形 
让 前 是 不 能 以 秆 递归 画 数 为 其 牛 特 征 画 数 的 (无 葵 肯 定性 或 否定 
性 )， 对 它们 来 说 , 不 但 特征 画 数 的 概念 不 发 挥 作用 , 连 千 特征 画 
数 的 概念 也 不 发 挥 作用 ;不 但 一 般 递 归 夯 数 不 发 挥 作用 , 违 中 递归 
画 数 也 不 发 挥 作用 .这 类 性 调 的 特征 画 数 及 中 特征 面 数 都 是 不 可 
秆 计算 的 . 

习 题 

1. 设 某 训 袜 集中 各 谓词 均 以 某 类 国 数 为 其 肯定 性 (否定 性 ) 竺 特征 图 

数 , 癌 该 集 裔 齐 对 命题 联 梧 词 及 量 谭 的 封 朋 性 怎样 ? 


2， 如 果 一 谓 补 既 以 茶 类 丽 数 为 其 肯定 性 和 特征 丽 数 ,又 以 该 类 图 数 为 
其 否定 性 全 特征 图 数 ,能 否 断 定 它 必 以 该 类 丽 数 为 特征 耳 数 ? 
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S88 集 会 

本 节 将 对 自然 数 集 作 进 一 步 的 研究 ， 读 者 可 以 看 到 ,由 于 对 
自然 数 集 作 进 一 步 的 研究 ,将 可 对 请 词 有 进一步 的 认识 . 

每 一 个 数 集 都 可 由 一 个 合 z 的 条 件 来 决定 ， 设 该 条 代表 为 
4(o)， 那 未 由 一 切 使 4(%) 为 跨 的 4 所 租 成 的 集 便 记 为 和 Al%) 
(在 有 些 书 上 , 尤其 数学 分 析 方 面 的 书 上 , 如 其 为 召 4(e))， Ats) 
便 叫 做 该 集 的 定义 条 件 或 定义 谓词 . 一 集 的 定义 谓 鹿 的 特征 画 数 
也 叫做 谤 集 的 特征 画 数 . 

发 4= 入 4(w)，V 一 入 B(w), 那么 

4 一 入 4(z) (4 的 余 集 ,或 4 的 补 集 )， 
“4NV= 和 4A(%) 人 Bl(w) (4、V 的 交集 )， 
4UV= 和 4A(%)V B(w) (4、V 的 并 和 集 ). 

又 设 4 一 入 4(i, w)， 则 


U4=X3 AG, 内， U4=A3 AG, o); 
MN AAV AG, o), UdaAY Al, 四， 


定义 ”如果 4 的 定义 谓 鹿 为 茶 某 谓词 , 4 便 称 为 某 某 集 . 

因此 , 便 有 多 项 式 集 , 初 基 集 , 初等 集 , 原始 递归 集 , 一 般 递归 
集 , 后 递 归 和 集 和 算术 集 等 等 概念 。 由 (VY)1 谓词 所 定义 的 集合 显然 
是 牛 递 归 和 集 的 补 集 ,下 文 不 再 特别 讨论 . 

显然 有 下 列 关 系 ( 右 包含 左 ) : 

多 项 式 集 一 一 新 初 基 和 集 一 一 初等 集 一 一 原始 递归 集 一 一 般 
递归 和 集 一 一 生 递 归 集 一 一 算术 集 . 

这 可 从 它们 各 自 的 定义 谓 鹿 则 的 关系 而 看 出 ， 同 理 , 考虑 其 
定义 裔 词 ,可 得 

定理 1 (1) 如 果 4、V、4; 为 多 项 式 集 , 则 4NV、4UVY、 
(4、 人 省 亦 然 (但 独 4、 避 4、 Uj 4 则 未 必然 ) ; 
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(2) 如 果 4、 了 了、 4 为 初 基 集 ,或 初等 集 ,或 原始 递归 集 , 或 一 
般 北 归 集 , 其 名 4、JNV、4UY、 忆 本 门生 亦 然 但 凯 4. 站 4 
则 未 必然 ) ; 

(8) 如 果 4.Y、4 为 中 递归 集 , 则 4NV、4UV、 44 
人 4 闵 然 (但 G4、 UJ 4 划 未 必然 ); 

(4) 如 果 4、Y、4 为 算术 集 , 则 多 4、 4NV、4UV、U 4 
山水 门 44 门 4 亦 然 

其 证 明 莽 易 ,读者 可 自 诈 之 . 

4 的 特征 丽 数 也 即 是 4 的 定义 谓词 的 特征 落 数 ， 上面 已 从 
请 初 的 特征 画 数 出 发 而 对 语词 加 以 充分 的 讨论 ， 对 上 面 的 精 果 略 
作 更 改 ,把 “谓词 "字样 适当 地 换 为 “集合 ”字样 (各 种 用 语 当 然 作 相 
应 的 更 改 ), 便 可 以 得 出 一 大 批 有 关于 集合 与 其 特征 两 数 的 定理 
来 ,但 对 此 不 准备 在 这 里 营 记 ( 读 者 可 自行 做 出 ). 

当然 ,集合 与 丽 数 的 关系 杷 不 限于 这 一 点 . 

发 已 给 出 一 画 数 f, 可 以 从 两 方面 加 以 讨论 ,从 而 得 出 两 个 有 
关 的 集合 ， 第 一 , 当 它 为 一 元 时 其 定义 域 是 什么 样 的 集合 ?第 二 ， 
它 的 值 域 是 什么 样 的 集合 ? 

先 来 时 论 定 义 域 , 显而易见 : 多 项 式 画 数 、 初 基 面 数 、 初 等 画 
数 、 原 始 递 归 画 数 .一 般 递 归 画 数 的 定义 域 是 整个 自然 数 集合 , 鼓 
集合 的 定义 谓词 显然 是 ==z 或 一 x 一 0, 足见 这 个 集合 是 多 项 式 
集合 ,无 须 特 别 探 时 . 

至 于 什 递 归 画 数 ， 其 定义 域 是 什么 呢 ? 每 一 个 一 元 竺 递归 
图 数 f(z) 均 可 表 成 下 形 : 

fw)=KriBn, wv, y), 
而 % 为 一 自然 数 ， 区 为 带头 面 数 ， 卫 为 初 基 面 数 ， 改 了 (4) 的 定义 
域 为 4, 显 见 
属于 4 当 且 仅 当 3y[B(n, zy) 一 0]. 
但 3y [LB(n, z, y) =0] 显然 是 咎 递归 谓 鹿 ，4 的 定义 谓 阐 弃 为 人 
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递归 疹 鹿 , 故 4 为 全 递归 集 ， 因 而 得 
定理 2 盾 递 归 夯 数 的 定义 域 必 为 牢 递 归 集 . 
至 于 什么 历数 以 算 木 集 为 其 定义 域 呢 ? 这 个 辣 题 的 计 论 已 超 
出 了 本 书 的 范围 ,全 不 状 述 . 上 
现 再 讨论 值 域 ， 在 定义 域 方面 ,， 目 一 般 递 归 画 数 以 下 属于 一 
类 , 其 定义 域 为 整个 数 集 ; 在 值 域 方面 则 不 然 , 自 初 基 画 数 以 上 属 
于 一 类 ,只 有 多 项 式 画 数 才 属于 另 一 类 ， 
定理 3 多 项 式 范 数 的 值 域 为 存在 化 多 项 式 集 ;而 自 初 基 责 数 
起 直到 千 递 归 画 数目 ,其 值 域 缘 是 御 递 归 集 . 反之 ,每 个 非 室 的 咎 
递归 和 集 都 是 某 个 原始 递归 画 数 的 储 域 . 
证 明 改 多 项 式 (81,…, %) 的 值 域 为 4， 显 然 ， 
2 属于 4 当 且 仅 当 3%13wa*38r [v= 了 (v1 7)]. 
右 端 显然 为 存在 化 多 项 式 愉 调 , 故 4 为 存在 化 多 项 式 集 . 
设 一 图 数 /ci，…， 必 ) 为 初 基 画 数 直 到 一 般 递 归 画 数 , 其 值 
域 为 4， 则 
2 属于 4 当 且 仅 当 3%13%2*…34y[2= 了 (81, …, 7)]. 
右 端 显 为 秆 递归 谓词 , 放 4 为 千 递归 集 . 
设 f(w1,…, wr) 为 第 递归 画 数 , 而 其 值 域 为 4, 将 f 表 为 
K rti BOn, vi, Vr, 9)， 下 为 带头 画 数 ,如 为 初 基 画 数 , 则 
”wv 属于 4 当 且 仅 当 : 
Frere Ys = Ky NBN, vi, *, Vr, Y) =0 
入 “Y (Bln, V1, Vr, 2 一 0 一 2 一作 ] . 
上 性 彰显 然 为 守 递 归 调 说 , 故 4 为 定 递 归 集 . 则 定理 的 前 秆 得 谣 ， 
反之 ,发 4 为 一 个 非 空 年 递归 集 ,含有 元 素 0, 而 其 定义 虱 蛮 
为 3y[9(w, 幼 一 上 四， 这 里 2, 切 为 初 基 夯 数 , 今 定义 
人 一 80， | 
ftl)= ND Kn), Ln)f (nm) + NOCK(n), Ln)) :KK (n), 
其 中 到 、 工 为 零 级 初等 配对 画 数 . 显 见 , 6K (m), 工 (%)) 天 0 时 ， 
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f (mw) 的 值 加 前 值 ; 5(K (nm), 工 (00) =0 时 ,了 (m) 的 值 为 (mn)， 由 
于 % 变 化 时 , (K (nm), 工人) ) 取 尽 一 荆 对 偶 , 显 见 (WO 取 尽 了 4 中 
一 切 元 素 , 同 时 f(n) 的 值 又 从 是 4 的 元 素 . 故 定理 后 牛 也 得 到 了 
迹 明 . 

定义 ”如 果 一 集 4 为 画 数 fo) 的 定义 域 , 则 称 Fo) 是 4 的 
特征 (个 特征 ) 页 数 ; 如 果 一 集 4 为 一 夯 数 fo, …, or) 的 值 域 ， 
二 称 4 是 一 个 生成 集 , 而 且 是 由 (m1, …， ww) 所 生成 的 ， 

因此 ,定理 3 又 可 改进 为 

定理 4 由 多 项 式 男 数 可 以 生成 存在 化 多 项 式 集 , 而 由 初 基 画 
数 直 到 叶 递 归 贾 数 此 生成 牛 递归 集 ; 反 之 , 非 空 的 牛 递归 集 均 可 由 
原始 递归 画 数 而 生成 . 

定义 ”和 牛 递 归 和 集 又 名 递归 枚 举 集 . 

递归 枚 举 的 洱 义 是 : 设 该 集 由 一 元 画 数 f(z) 生成 , 则 了 (0)， 
了 (1), f (2), … 便 将 枚 举 完 藤 集 的 每 一 元 素 , 这 便 等 于 把 该 集 的 元 
素 加 以 逢 号 ( 织 枚 举 ) ,使 得 可 以 把 它 的 元 素 依 次 枚 举 完 (所 以 前 面 
加 上 “递归 ”两 字 是 因为 : 它 显然 可 由 递 妇 机 数 而 生成 , 郎 可 由 递归 
画 数 枚 举 完 ). 

记 然 ,一 般 递 归 集 也 是 个 递归 集 的 一 种 ,因而 一 般 递归 集 也 可 
以 看 作 生 成 集 ; 从 而 对 于 每 一 个 一 般 ( 和 站) 递归 和 集 ,都 可 以 作出 两 个 
画 数 ,一 个 是 它 的 ( 秆 ) 特 征 画 数 ,一 个 是 它 的 生成 页 数 ， 当 任 答 一 
数 w, 而 御 定 它 是 否 属于 4 时 ,最 好 (也 是 最 简捷 的 ) 是 利用 4 的 
特征 夯 数 ; 但 要 尽量 多 尽量 快 地 作出 该 集 的 各 元 素 时 ， 则 以 利用 
它 的 生成 画 数 最 为 方便 ， 因 为 ， 当 注 普 点 不 在 于 解决 某 某 数 是 否 
为 该 集 的 元 素 , 而 在 于 尽量 多 地 找 出 该 集 的 元 素来 时 ,如 果 依 旧 利 
用 和 特征 画 数 米 依 次 决定 : 0 是 否 为 它 的 元 素 ? 1 是否 为 它 的 元 
素 ?……, 那么 将 是 很 花 帆 时 间 的 , 很 可 能 在 前 的 若干 个 自然 数 都 
不 是 该 集 的 元 案 , 因 而 这 时 所 作 的 计算 只 是 白费 时 间 而 毫 无 精 果 ; 
如 果 改 用 其 生成 丽 数 了 (n) , 只 要 依次 计算 f(0), f(D), f(2),…， 
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使 可 依次 地 得 出 4 的 每 一 个 元 素 , 这 时 每 一 步 计算 都 是 有 的 放 
矢 . 因此 ,利用 什 递 归 集 的 生成 画 数 ,将 是 一 个 非常 重要 的 有 价值 
的 方法 . 

值得 指出 ; 有 很 多 集 , 从 其 定义 的 本 身 来 说 便 是 生成 集 , 例如 
本 书 所 定义 的 递归 生成 集 便 属 于 这 一 种 ; 双 如 任何 公理 系 业 也 是 
一 个 生成 集 ， 因 为 由 已 证 定理 之 次 应 用 规则 便 可 以 源源 得 出 新 定 
理 来 ， 如 果 要 任意 拿 一 语句 而 御 定 宅 是 否 属 于 获 集 ( 郎 蚌 否 为 定 
理 ) ， 那 将 是 许 浪 费时 间 、 双 未 必得 出 辐 果 、 而 且 是 族 无 意义 的 举 
动 . 许 然 在 整个 数学 上 可 建立 公理 系 葬 ， 足 见 整 个 数学 的 定理 集 
也 是 生成 集 之 一 种 ， 这 里 可 看 到 生成 集 的 重要 性 , 也 足见 把 第 递 
归 集 理解 为 生成 集 的 重要 性 了 ， 

把 什 递 轨 和 集 理 解 为 生成 集 还 有 一 个 好 处 , 那 便 可 根本 避免 “部 
分 夯 数 的 引 和 大. 因为, 生 弟 归 集 可 定义 为 初 基 图 数 的 值 域 , 而 不 
必定 义 为 生 递 归 画 数 的 定义 域 ( 直 过 部 分 画 数 本 身 有 其 重要 性 , 根 
本 避免 讨论 大 可 不 必 ). 

从 上 面 的 娃 论 可 见 , 对 每 一 集合 , 它 的 年 特征 醒 数 及 它 的 生成 
西数 都 是 很 值得 研究 的 . 如 果 不 引 人 集合 的 条 念 , 则 “生成 画 数 ” 
的 概念 也 就 无 从 发 生 , 而 对 递归 函数 的 研究 也 就 不 能 这 样 深 入 了 . 
这 表明 了 引入 集合 概念 的 重要 性 . 


习 题 
1. 每 一 个 牛 递 归 集 中 的 数 加 1 以 后 得 到 的 数 所 粗 成 的 集合 , 都 是 某 个 
原始 递归 阔 数 的 值 域 中 非 霉 数 所 组 成 的 集合 . 
注意 : 这 里 并 不 要 求证 中 递归 集 为 非 空 集 . 
2. 就 证 :如 果 一 元 穷 集合 可 被 一 初 基 ,初等 ,原始 或 一 般 递 归 疼 数 所 枚 举 
( 即 它 为 该 加 数 的 值 域 ), 旧 它 必 被 另 一 个 一 般 递 归 图 数 所 不 诞 复 地 枚 举 ( 即 
它 必 为 另 一 画 数 的 值 域 ,后 者 对 每 入 只 取得 一 次 )， 
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数学 中 的 贿 题 可 从 两 个 角度 来 进行 分 类 . 

第 一 种 分 类 是 分 为 问答 题 及 求 作 题 . 几 是 以 “ 鞭 ”“ 假 ” (“是 、 
“ 否 ”) 为 答 乐 的 , 称 之 为 问答 题 ; 几 是 以 个 体 ( 在 “递归 责 数 论 ” 中 便 
是 自然 数 ) 为 答案 的 , 称 之 为 求 作 题 . 例 如 

(1) 3 为 2 的 倍数 吗 ? ( 签 : 否 .) 

(2) 2 为 9 的 倍数 吗 ? 

便 是 问答 题 ; 

(3) 求 3 与 2 的 最 大 公 狗 数 ，( 答 : 工 ,) 

(4) 求 2 与 9 的 最 大 公物 数 ， 
便 是 求 作 题 . 

第 二 种 分 类 是 分 为 个 别 问 题 与 大 量 周 题 。 几 有 间 题 中 不 含有 变 
元 ,因而 其 答案 是 固定 的 , 便 称 之 为 个 别 问 题 ; 凡 并 题 中 含有 变 元 ， 
因而 其 答 梁 无 法 预先 痊 出 ， 必 待 其 中 变 元 之 公 葵 定 后 始 能 葵 出 答 
案 的 , 便 称 之 为 大 量 问 题 .， 例 如 上 面 的 (1) 、(3) 为 个 别 问 题 , (2) 、 
( 约 为 大 量 关 题 . 粽 起 来 发 , 称 (1) 为 个 别 者 答题 ，(3) 为 个 别 求 作 
题 , (2) 为 大 量 问 答题 , (4) 为 大 量 求 作 题 . 

含 变 元 的 天 答题 ,恰巧 便 是 求 刊 定 一 个 含 变 元 的 命题 的 填 假 . 
例如 ，(2) 可 以 看 作 是 和 制定 命题 “%w 为 yg 的 倍数 ”的 疙 假 , 亦 朗 制 定 
合 参 变数 的 语句 “2 为 y 的 倍数 ”的 里 假 . 合 变 元 的 求 作 题 可 以 四 
作 解 一 个 含 变 元 的 方程 式 ,例如 (4) 可 以 看 作 是 : 依 ? 而 解 下 方程 ; 

2 为 zn、Y 的 最 大 公 狗 数 . 
届 为 &%、9% 的 最 大 公 和 鸭 数 ”的 特征 图 数 为 4(z, y, 2)， 那么 (和 9 
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就 z 而 解 方程 A(z, y, 2) 一 0， 

或 求 画 数 ?ti 4(z, y, 的 值 ， 

因此 ,所 谓 大 量 问答 题 便 是 利 定 半 鹿 的 鞭 假 辣 题 ,所 谓 大 量 求 作 题 
使 是 解 合 贿 数 的 方程 式 的 间 题 ， 亦 即 是 求 合 参 变数 的 幕 状 算 子 的 
值 的 问题 . 

对 于 个 别 问 题 (不 论 问 答题 或 求 作 题 ) , 除 要 求 答案 正确 外 , 没 
有 别 的 要 求 ， 例 如 ,不 考虑 解 题 人 所 用 的 方法 如 何 ,是 用 可 以 推 到 
类 似 情 殉 去 的 方法 ,还 是 用 非常 特殊 的 只 适用 于 本 题 的 方法 ,还 是 
用 “ 乱 猜 "的 方法 ,只 要 答案 正确 就 行 了 ， 当 然 ,在 学 习 的 时 候 ,“ 乱 
猜 " 的 方法 是 禁止 的 ,而 采用 特殊 的 方法 又 是 不 受 鼓励 的 , 最 好 是 
采用 可 以 推广 到 类 伏 情况 去 的 方法 .不 过 这 是 就 学 习 而 花 的 就 
问题 本 身 的 求解 褒 来 ,只 要 答案 正确 ,所 用 的 方法 是 可 以 不 管 的 ， 

对 于 大 量 问题 (不 论 问 答题 或 求 作 题 ) ， 除 要 求 对 变 元 的 每 一 
值 均 答 出 正确 的 答案 以 外 ,还 要 考虑 到 答 出 答案 的 方法 ， 所 用 的 
方法 大 体 上 可 分 为 两 种 : 

第 一 种 方法 是 :尽管 对 变 元 的 每 一 个 值 都 答 出 正确 的 答案 ,但 
获得 答案 的 方法 却 是 对 每 一 个 什 悄 用 一 个 特殊 的 方法 ， 没 有 一 个 
共通 的 方法 . 

第 二 种 方法 是 :使 用 一 个 “共通 的 ”方法 , 朗 对 变 元 的 每 一 个 什 
都 根据 这 个 方法 而 获得 正确 的 答案 . 

但 是 什么 叫做 “共通 的 ”方法 呢 ? 这 点 必须 加 以 明确 ， 如 果 这 
点 不 能 明确 ,那么 上 述 丙 种 方式 的 区 别 也 就 没有 意义 了 . 

弃 然 大 量 问题 就 是 解决 含 变 元 w，w， …， %; 的 闫 题 ,所 家 “对 
变 元 的 每 一 个 变 值 ,都 根据 这 个 方法 而 获得 正确 的 答案 "是 指 : 当 
变 元 的 具体 变 值 还 未 答 出 时 , 先 有 一 个 国定 的 规则 , 亦 序 先 有 一 个 
固定 的 画 数 jz，…， or) ,使 得 当 变 元 的 变 值 (比如 a1, 03,…, cr] 
险 出 时 ， 而 数 /在 (41,，…, ar) 处 的 值 使 可 灌 诉 我 们 答案 ， 艺 : 


300 第 入 章 判定 闭 题 

对 大 量 交 答题 说 来 ,根据 /el，…，, 47) 的 值 为 0 或 否 , 便 可 知 
道 所 求 的 答案 为 “是 ”或 “ 否 ”. 

对 大 基 求 作 题 说 来 , /(e:，…，4dnm 的 值 恰 为 闫 题 中 所 求 的 答 
数 ( 当 有 答案 时 ) 或 恰 为 “没有 答案 的 信号 . 

因此 ,所 误 “ 有 一 个 共通 方法 " 便 理解 为 :在 变 元 的 变 值 还 未 县 
体 答 出 时 ， 先 有 一 个 画 数 fw;,，…, 4%) ,使 当 变 元 的 值 ci，…，w 
葵 出 后 ,根据 了 (a1,，…, Q) 的 值 , 郎 可 得 出 相应 的 解答 . 

易 见 ,对 于 大 量 轩 题 ,所 谢 的 固定 画 数 六 waz，…，wr) 恰 为 问题 
中 的 请 词 的 特征 丙 数 ;对 于 大 量 求 作 题 ,所 说 的 固定 丙 数 (wi1,…， 
%r) 恰 为 用 以 求 出 所 求 结 果 的 运算 规则 (或 为 输出 没有 答 崇 的 信号 
的 画 数 ) ， 注 意 玫 了 这 点 以 后 ,可 以 引 和 下列 的 定义 . 

定义 ”发 有 一 个 天 答题 : 

求 制 定 训 词 4(ca，…，2r) 的 其 假 ， 

如 果 谓 前 4 (si, … ，o) 为 一 般 遂 归 衣 说 ( 即 其 特征 画 数 为 般 利 
归 画 数 ), 那 末 该 大 基 半 答题 便 称 为 可 完全 判定 的 ; 如 果 苞 为 中 递 
归 谓 鹿 , 那 么 该 大 量 问 答题 便 称 为 可 此 刊 定 的 ; 如果 它 的 否定 为 年 
弟 妇 谓 宰 , 那么 该 大 量 有 答题 便 说 是 可 村 负重 定 的 ; 如 果 写 既 非 
可 完全 判定 双 非 可 中 刊 定 、 叉 非 可 咎 黄 刊 定 , 便 称 之 为 完全 不 可 刊 
定 的 . 

定义 ” 设 有 一 个 求 作 题 : 

试 就 解 方程 式 4 (wi1,…*, %, ) =0， 

如 果 rti a lm, …，2， 细 为 一 般 递 归 画 数 ,那么 喜 大 量 求 作 题 便 称 
为 可 完全 解决 的 ; 如 果 了 Co， vr 人 为 咎 递归 画 数 , 那么 该 
大 量 求 作 题 便 称 为 可 尘 解决 的 ;如 果 rt a (wi, Wr， 2) 不 是 年 递 
归 画 数 , 便 称 之 为 完全 不 可 解决 的 . 

根据 上 文 的 讨论, 可 以 知道 : 
如 果 一 个 大 量 问 答题 是 可 完全 逢 定 的 ,那么 必 有 一 共通 方法 ， 
使 得 当 变 元 的 变 值 答 出 后 , 可 由 共通 方法 而 获得 蒋 题 的 明确 答案 : 


$1 个 别 问题 与 大 量 问题 30i 
“是 "或 “ 否 "， 如 果 它 是 可 第 御 定 的 ,那么 必 有 一 共通 方法 ,使 得 当 
变 元 的 变 值 答 出 后 ,如 果 答 案 为 “是 ”, 必 可 从 闪 通 的 方法 而 刊 知 答 
案 为 “是 ”; 如 果 答 案 为 “ 否 ”, 则 从 共通 的 方法 可 能 也 得 出 “ 否 ” 的 答 
案 , 但 也 可 能 由 于 计算 过 程 不 停止 而 根本 得 不 到 答案 .如 果 它 是 
不 可 利 定 的 ,那么 根本 没有 共通 方法 可 诗 ， 

如 果 一 个 大 量 求 作 题 是 可 完全 解决 的 ,那么 必 有 一 共通 方法 ， 
使 得 当 变 元 的 变 值 答 出 后 , 可 由 该 方法 而 获得 该 题 的 明确 答案 ; 
或 给 出 所 求 的 自然 数 , 或 答 出 “没有 答案 ”的 信号 . 如 果 它 是 可 
千 解 决 的 , 那么 必 有 一 共通 方法 , 使 得 当 访 问题 有 解答 时 读 方 法 
答 出 所 求 的 答 数 , 但 当 该 问题 无 解答 时 , 诸 方 法 可 能 答 出 “没有 
解答 ”的 信号 , 也 可 能 由 于 计算 过 程 不 停止 而 根本 得 不 到 任何 磷 
索 (或 蜡 示 ) .如 果 该 问题 是 不 可 解决 的 , 那么 根本 没有 共通 方法 
可 车 ， 

对 可 秆 人 币 定 问题 的 认识 当然 没有 对 可 御 定 半 题 的 理解 那么 深 
剂 ， 因 而 在 应 用 上 利用 可 制定 襄 家 当 然 比 利 用 可 和 牛 币 定 谓词 要 方 
便 得 多 ， 如 果 可 能 的 话 , 应 该 尽量 找 可 御 定 训 词 ; 不 过 要 注意 一 
点 ,可 御 定 谓 测 较 少 ,上 比 较 难 找 ,而 可 特制 定 谓 宰 草 广 活 得 多 , 易 找 
得 多 。 所 以 从 获得 它们 的 难 易 性 来 说 ,使 用 可 御 定 谓词 又 远 远 不 
及 使 用 可 咎 制定 启 词 那么 方便 . 

事实 上 , 得 到 可 年 御 定 背 宰 后 , 虽然 不 能 完全 解决 问题 , 但 总 
比 得 到 可 定 刊 定 请 前 以 前 的 理解 深 齐 得 多 ， 如 果 蕊 烃 知 道 某 个 于 
题 的 解决 须 靠 某 个 可 守 利 定 胡 诅 的 芙 假 而 定 ， 那 么 可 以 献 行 逐步 
检查 蓄 表 阐 ( 对 该 参数 ) 是 否 正 确 ,至少 悦 ,事情 的 解决 已 有 了 一 守 
的 希望 ， 可 昆 ,可 守 利 定 (中 解决 ) 的 问题 人 恰 在 可 完全 利 定 ( 完 至 解 
决 ) 的 半 题 与 完全 不 可 刊 定 (解决 ) 的 问题 之 问 ,， 象 有 些 书 那样 , 或 
把 它 妇 天“ 上 ”( 都 称 做 可 和 制定 、 可 解决 ), 或 把 它 归 入 “下 ”( 都 称 做 
不 可 钊 定 , 不 可 解决 ), 这 样 做 法 都 是 不 够 妥当 的 , 因此 , 现在 把 这 
三 种 情况 划分 清楚 ， 
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习 
1. 就 让 : 一 疆 痢 完全 不 可 制定 , 当 且 仅 当 以 一 般 递 时 昔 蛮 为 基准 性 蛮 时 
七 为 Cr)Gr>2 形 狠 镁 (部 不 能 化 为 (2) 形 以 下 的 愤 诅 )， 
2. 设 把 一 集 按 其 定义 谓词 为 可 和 制定 \、 可 秆 ( 负 ) 和 判定、 完全 不 能 和 判定 而 称 
为 可 秽 定 和 集 、 可 企 ( 镶 ) 判定 集 、 完 全 不 能 刊 定 策 ， 试 讲 渝 各 种 集 的 性 质 . 
3. 以 前 讨论 的 各 种 集 , 哪些 是 可 完全 制定 、 可 什 ( 负 ) 和 制定 的 ?哪些 是 
全 不 能 制定 的 ? 


$ 2 判定 性 的 初步 性 质 

本 节 将 对 各 种 币 定 性 的 性 质 加 以 讨论 .讨论 以 问答 题 为 主 ; 
对 求 作 题 , 只 把 其 相应 性 质 加 以 陈述 , 不 再 加 以 详 和 的 证 明 , 读者 
可 补充 其 证 明 , 作 为 练习 ， 

在 下 面 的 诗 花 中 ,还 可 假定 参数 ( 序 所 含 的 变 元 ) 只 有 一 个 , 因 
为 利用 配对 画 数 便 可 把 多 个 变 元 变 成 一 个 变 元 ， 而 在 制定 性 方面 
起 不 发 生 影响 . 

根据 定义 立 列 可 得 : 

定理 1 如 果 间 答题 “4(z) 鞭 呢 ?” 是 可 以 完全 币 定 的 ,那么 
使 4(z) 为 芙 的 2 及 使 4(z) 为 假 的 2 均 各 粗 成 一 个 一 般 递 归 集 ; 
如 果 它 是 可 乌 牢 特定 的 , 那么 使 4(%) 为 芙 的 z 租 成 一 个 全 递归 
集 , 而 使 4(w) 为 假 的 2 却 不 能 粗 成 一 个 中 递归 集 ， 

读者 斌 自行 证 之 . 

定理 3 如 果 求 作 题 : “就 就 解 方程 4(wm, y) 一 0” 是 可 完全 
解决 的 ， 那 么 使 该 方程 有 解 的 2 及 使 方程 无 解 的 xz 分别 粗 成 一 个 
一 般 递归 集 , 而 zt alz, 9y) 亦 是 4 的 一 般 递 归 画 数 。 如 果 它 可 秆 
解决 ,那么 使 方程 有 解 的 4 租 成 一 个 咎 递归 集 , rtic(z, 9) 是 一 个 
守 递 归 画 数 , 即 以 该 千 递 归 集 为 定义 域 ;而 使 方程 无 解 的 % 却 不 能 
租 成 -一 个 个 递 妇 集 . 

定理 3 问答 题 “4(e) 芙 吗 ?” 为 可 完全 币 定 ， 当 且 仅 当下 两 


$2 有 刊 定 性 的 和 步 性 质 3803 
阅 题 : 
“4 (zw) 扶 吗 ?和 “4(2) 鞭 吗 ?” 

均 为 可 第 件 定 , 亦 即 “4A(w) 蛙 吗 ?” 为 饶 可 秆 人 御 定 叉 可 年 中 币 定 . 

证 明 ”必要 性 ， 如 4 (2) 为 一 般 递 归 谓 词 , 则 4(z) 及 4 (2) 此 
为 一 般 递归 谓词 ,从 而 此 为 第 递归 襄 词 . 

充分 性 .如 4(%) 及 4(z) 此 为 牛 递归 调 莘 ， 依 上 章 知 4 (2) 
及 4(z) 此 为 -一般 递归 谓词 .定理 得 证 . 

就 求 作 题 言 ,对 于 本 定理 没有 相应 的 定理 . 

关于 可 秆 逢 定 ( 可 守 解 决 ) 的 情形 ,还 可 从 另 一 个 观点 来 处 理 ， 
我 们 知道 , 当 4(w) 可 千 御 定时 ,使 4(%) 为 芙 的 wz 所 租 成 的 集 便 是 
牛 递归 集 . 但 由 上 言论 可 知 , 牛 递归 集 也 就 是 递归 枚 举 集 , 亦 即 是 
某 个 原始 递归 夯 数 的 值 域 ， 肇 然 牢 递归 集 的 讨论 可 以 不 借助 于 定 
递归 画 数 ,同样 , 可 定制 定 ( 可 对 解决) 的 大 量 疝 题 的 定义 也 可 以 不 
借助 于 千 递 归 画 数 ,因此 又 有 下 列 定 理 . 

定理 和 一 个 非 永 假 的 大 量 问 答题 “4(z) 芮 吗 ? 为 可 千 和 判定， 
当 且 仅 当 存在 一 个 原始 递 轨 画 数 4(n) ,使 得 
A(w) 鞭 , 当 且 仅 当 有 mn, 使 z=f(m). 

定理 5 一 个 大 量 求 作 题 : “就 y 而 求解 方程 4(z, 9) =0” 如 
果 不 是 永 无 答案 ， 则 宅 可 年 解决 当 且 仅 当 存在 一 个 原 妨 递归 页 数 
了 ln) , 使 得 4 (zw, y) =0 有 解 而 其 解 为 .y= 5 当 且 仅 当 有 %, 使 得 
2Z= 了 fw， 井 且 五 Fwm =0. 

故 明 并 不 大 难 , 向 者 可 自己 写 出 (利用 “ 定 递 归 集 恒 可 由 原始 
递归 画 数 生 契 ”的 性 质 ) . 

显然 ,上 两 定理 中 的 “原始 递归 ”字样 亦 可 换 为 一般 递 归 ” 字 
样 ,所 得 项 有 果 仍 是 成 立 的 . 


习 题 
1. 将 本 节 中 未 证 的 定理 加 以 初 证 明 ， 
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2， 斌 证: 一 个 大 量 半 答题 ( 永 假 或 否 )“A4 (x) 其 呢 ?” 为 可 第 御 定 , 当 且 
仅 当 存在 一 个 原始 递归 图 数 fm), 使 得 

4(2) 芒 ， 当 且 仪 当 有 %, 使 得 Sz== fCn)， | 

3, 就 证 : 一 个 大 量 求 作 题 “就 y 而 求解 方程 4C%, y) =0” 为 可 和 牛 解决 ， 

当 且 仪 当 存 在 一 个 原始 递归 图 数 f(m) , 使 得 
4(2 y) =0 有 解 , 且 其 解 为 y=b， 当 且 仅 当 有 ,使 得 
Sz=Lf(n), TW Kf (nm) =b. 


$ 3 基本 的 不能 判定 问题 

以 上 虽 对 可 钊 定性 计 座 了 许多 ， 但 仍 有 一 个 根本 问题 未 全 解 
决 :可 完全 币 定 的 ,可 年 制定 的 、 可 等 制定 的 ,完全 不 可 币 定 的 问 
题 到 处 是 否 存 在 ? 

可 完全 伸 定 的 讲 筒 显 然 有 的 ， 因 为 前 面 已 称 遇 到 了 很 多 一 般 
递归 谓 诅 ， 可 千 制 定 但 不 能 完全 刊 定 的 谓词 也 全 在 上 文 过 到 过 . 
但 是 ,在 这 里 有 加 以 重新 列举 的 必要 . 

任意 一 个 7 元 生 递 归 画 数 均 可 表 成 及 z 人 已 (mu 0 Or) 
形 ,下 面 将 把 3 op or 9) 一 0j 表 为 A(%, 041， 好 r) ， 
它 便 是 ?元 咎 递归 谓 弱 的 枚 举 谓 闽 . 

定理 1 设 4(n, m1,…, 2) 为 ?元 咎 递归 谭 宰 的 枚 举 谓 词 ， 
那 末 4(t, 1,…, 力作 为 一 元 责 数 说 来 ) 便 是 竺 递归 广 词 ,但 非 一 
般 递 归 谓 词 , 而 4 (i, i, …, 如其 至 于 不 是 咎 递归 谓词 ， 故 得 : 

“4 全 广 … 力 其 吗 7 可 中 刊 定 ,但 不 能 守 项 刊 定 ， 从 而 更 不 
能 完全 制定. 

尾 者 自己 作出 其 证 明 . 

在 下 面 恒 设 4 人 mo，…，2r) 为 了 元 秆 递归 得 鲁 的 枚 举 铀 调 ， 
并 设 gn, 0，…，2r) 为 其 肯定 性 年 特 征 画 数 ， 

定理 和 “a (wi,…, ww) 有 定义 吗 ?” 可 中 刊 定 , 但 不 能 生 喘 币 
定 , 从 而 更 不 能 完全 制定. 

钙 明 注意 到 请 词 “a (ca，…，w) 有 定义 吗 ?” 惟 是 误 鹿 
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A(z,，…, YY) 本 身 ( 注 意 肖 定性 竺 特征 两 数 的 人 性质). 
定理 3 “a(zw,…, 2) 一 & (zw, 0) 一 0 吗 ? 可 咎 制定, 但 不 
能 件 摧 和 判定 ,从 而 殉 不 能 完全 御 定 . 
诈 明 因 cc Oo 一 tr go 一 0 成 立 当 有 旦 仅 当 &(z， 
", 幼 有 定义 , 故 本 定理 实 部 上 定理 的 另 一 种 叙述 . 
定理 人 和 4 “Vz 4m， xz, …, %) 质 吗 ?” 不 能 和 牛 御 定 , 也 不 能 折 员 
氏 定 ， ， 人 刊 定 ， 
: 本 定理 与 前 述 几 条 定理 有 一 个 很 大 区 别 , 即 “ 肯 定 ” 
“ 否 才 都 是 不 能 年 御 定 的 . 
证 明 后 和 部 分 ( 朗 未 能 伯 员 和 制定 部 分 ) 的 证 明 很 难 ， 这 里 从 
略 ， 更 证 前 御 部 分 . 
发 将 4(%m, z,…, 2)( 它 为 生 递 归 谓 词 ) 仍 表 为 3y[B (n, ww,y) 
二 01, 这 里 如 为 初 基 图 数 , 划 Ye 4 (mn, 他 便 表 为 Vr 导 y[B (nv,Y) 
一 0] .如 果 它 可 年 御 定 , 亦 即 如 果 它 为 特 递归 别 词 , 那么 使 它 为 
“其 "的 和 几 粗 成 定 递 归 集 4, 因而 必 可 由 茶 个 原始 递归 画 数 e(m) 
生成 , 即 % 使 Yr 4(n, wz) 最 , 当 且 仅 当 有 一 个 自然 数 m, 使 得 
名 一 6(72) ， 故 
vz3y[B(e(m)， %, Y) =0] 对 一 切 吧 均 捧 ， 
在 特例 ， 
3y[LBlelm), m, Y=0] 对 一 切 咒 均 鞭 ， 
从 而 zf 了 Beta ，my 奶 必 为 m 的 一 般 递 妇 面 数 ( 因 它 对 每 个 m 
均 有 定义 ), 政 1 十 KK rti Ble(m), %%， 幼 亦 为 m 的 一 般 递 归 画 数 ， 
由 于 每 个 第 递归 两 数 均 可 表 成 KK tti B(n, z, 肋 之 形 , 故 必 有 一 数 
9， 使 得 对 一 切 mr 有 
1i+K rti Ble(m,), m, y=KRKrtiiB(lg, m, y). (x) 
证 然 第 9 号 的 个 递归 画 数 是 一 般 递归 画 数 ,应 有 
vw 3y[B(g, 2 办 一 0] 为 其 ， 
部 应 有 
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Ym 4(9, 0 …，2Z) 为 其 ， 、 
故 g 应 属于 上 述 的 牛 递 归 集 4 中 .由 上 可 知 , 应 有 一 数 9， 使 
9 一 6(2) ， 

代 和 天 (*) 式 得 : 对 一 切 m, 均 有 

1+KrtiB(le(lm), m, 9 =KriB(e(v), m, y). 
今 代 和 m 以 w 得 

1 十 及 rti Ble(v), vy, Y) 一 EK rti Blelv), Vv, Y). 
注 意 到 左右 两 端 处 处 有 定义 ， 便 得 出 一 .矛盾 . 由 这 了 矛盾 部 可 推 
知 Ye 4m, %，，…, 0) 不 能 秆 御 定 。 定 理 得 证 . 

把 上 述 各 定理 的 内 和 容 含意 略 作 解 释 : 

4m wi， %) 鞭 便 表 示 3y[B(n, 21,，…, zr, Y) 二 0] 为 鞭 ， 
亦 序 第 % 号 和 牛 北 归 夯 数 应 在 (zw1, …, tr) 处 有 意义 车 把 “n” 作 为 
变 元 ， 那 便 是 要 求 用 一 个 共通 的 方法 来 制定 第 勾 号 和 递归 男 数 在 
(zi，…， %r) 处 有 无 定义 .定理 1 说 的 是 ,其 至 于 对 于 “第 2 号 咎 递 
归 夯 数 在 (z，…, 中) 处 有 定义 吗 ?” 这 个 于 题 也 只 能 千 逢 定 而 不 能 
牛黄 制定 。 定理 2 和 定理 3 所 铬 的 都 是 同样 的 内 容 , 不 过 未 达 方 
式 不 同 而 已 . 

又, vdtn oo 0) 意 指 Y34[B 0 90) 一 0]， 
亦 朗 次 指 : 第 冯 号 年 递归 画 数 在 一 切 (%, …, 2) 处 ( 朗 当 各 变 元 此 
相等 时 ) 有 定义 . 令 把 % 作 为 变 元 而 看 成 一 大 量 辣 题 , 那 便 等 于 
说 ， 要 用 一 个 共通 方法 和 制定 第 % 号 什 递 归档 数 是 否 当 一 切 变 元 此 
相等 时 恒 有 定义 ， 定 理 4 指 出 , 这 个 赐 题 (及 其 反面 问题 ) 连 第 币 
定 也 不 可 能 , 即 是 完全 不 能 制定 的 ， 

同 法 也 可 诈 明 : 

定理 5 “Ye …yo Btn， zi， …，0) 四 吗 ?” 旗 不 能 牢 刊 定 , 也 
不 能 守 妇 逢 定 ,从 而 完全 不 能 特定 . 

著者 试 量 行 臣 明之 . 

这 针 题 实 即 要 求 : 用 一 个 并 通 方法 来 刊 定 第 见 号 什 递 归 画 数 


$4 盾 递 归 本 数 半 的 关 和 柔和 性 质 之 不 可 完全 判定 性 307 

是 (不 是 )-- 般 地 归 画 数 ， 本 定理 表明 ,这 问题 是 完全 不 能 刊 定 的 ， 

这 样 便 找 出 了 好 些 性 蛮 : 有 些 是 可 完全 伸 定 的 ,有 些 是 可 盾 诈 

定 但 不 可 告 贰 币 定 的 ,有 些 是 可 和 珊 锌 定 但 不 可 年 币 定 的 ,有 些 则 
是 完全 不 可 逢 定 的 . 


习 是 
1. 将 本 节 未 诈 之 定理 加 以 详 釉 鞍 明 . 
2. 试 将 各 节 定 理 与 以 前 各 童 中 类 似 定理 作 比 较 ， 井 比较 本 节 所 使 用 的 
葡 明 方法 与 以 前 各 章 中 所 使 用 的 廊 法 之 间 的 异同 ， 


§ 4 半路 轨 画 数 赔 的 关系 和 和 性质 之 韦 可 元 全 判定 性 
本 节 将 讨论 咎 递归 两 数 的 性 质 的 御 定 间 题 , 换 周 之 ,将 币 定 下 
列 问 题 : 
“( 守 递归 ) 丁 数 关系 了 具 性 质 已 吗 9”. 
这 里 作为 变 元 ( 即 参数 ) 的 不 是 申 随 了 之 后 的 变 元 21,，…, wr, 而 是 
个 递归 面 数 关系 了 本身， 我 们 知道 ,在 整个 递归 画 数 论 中 ,并 没有 
把 “ 画 数 ”作为 变 元 来 讨论 ， 不 过 ,既然 有 了 枚 举 画 数 , 便 可 用 一 画 
数 在 该 必 举 画 数 之 下 的 短 号 米 代 替 该 机 数 关系 本 身 ， 头 号 既是 自 
然 数 , 它 就 可 以 当 作 变 元 了 ， 
因此 引入 下 型 定义 . 
定义 如果 有 一 画 数 ,及 一 枚 举 也, 使得: 
画 数 关系 / 具 性质 尸 当 且 仅 当 
在 枚 举 B 下 的 短 号 满足 wu(n) 一 0， 
则 说 0 是 在 改 举 B 之 下 、 训 说 “/ 具 性 质 P” 的 特征 画 数 ( 当 ” 处 
处 有 定义 时 ) ,或 什 特 征 轴 数 ( 当 。 只 是 部 分 丽 数 时 ) 
如 ?4 处 处 有 定义 ， 则 入 ?(v(n) ) 便 是 通常 意义 下 的 特征 画 数 ， 
如 4 只 是 部 分 画 数 , 则 当 /不具 性 质 忆 时 ，o(o) 可 能 有 定义 而 值 
不 为 0, 但 亦 可 能 没有 定义 ， 
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如 果 “f 具 性 质 了 吗 ? ”的 秆 特征 画 数 " 是 一 般 递 归 丁 数 , 则 
说 在 枚 举 已 之 下 了 有 具 性 质 尸 吗 ?” 这 个 大 量 间 题 是 可 以 完全 乓 
定 的 ; 如 果 ?" 是 牛 递归 夯 数 , 则 新 在 八 举 B 之 下 它 是 可 半 判 定 的 ; 
如 果 2 是非 秆 递归 图 数 , 基 说 在 枚 举 B 之 下 它 是 不 可 人 币 定 的 . 

“f 具 性 质 卫 星 ?” 这 个 问题 能 在 枚 举 B 之 下 可 ( 牢 ) 利 定 
这 事 在 很 大 程度 上 取决 于 所 使 用 的 榴 举 . 如 果 对 所 使 用 的 枚 举 不 
作 限 制 ,对 于 任 答 性 质 卫 , 总 能 找 出 榴 举 B, 使 得 “ 守 具 性 质 P” 这 
阁 题 在 枚 举 B 之 下 可 ( 伯 ) 制 定 。 因为 只 须 选 取 下 列 枚 举 便 成 了 : 
如 了 有 具 性 质 卫 , 则 对 了 弦 以 偶数 号 ,如 不 有 具 性 质 己 , 划 对 了 入 
以 奇数 号 ;显然 , /有 具 性 质 了 或 否 , 立 列 由 其 辕 号 的 奇偶 而 知 . 

但 是 ,这 个 枚 举 的 作出 要 依 顿 于 预先 能 制定 了 是 否 具 性 质 也 ， 
因此 这 个 枚 举 对 刊 定 “7 是 否 具 性 质 P?” 的 问题 是 毫 无 用 处 的 ， 
此 外 , 这 个 枚 举 B 未 必 可 (人 半 ) 能 行 计算 (如 果 f 具 性 质 卫 不 是 可 
(第) 制定 的 话 )， 

因此 提出 要 求 :所 使 用 的 枚 举 B 的 作出 要 不 依 节 于 “f 具 性 质 
P 卫 或 否 ” 的 制定 ; 同时 枚 举 至 少 要 可 ( 生 ) 能 行 计算 , 这 是 今后 所 作 
的 要 求 ， 

定理 1 如 果 函 数 集 4 具有 主要 自身 枚 举 4， 则 对 任 一 性 质 
也 说 来 , 如 果 “f 具 性 质 卫 吗 ?” 这 问题 在 枚 举 4 之 下 可 (第 ) 御 
定 , 则 宅 在 任 一 自身 枚 举 之 下 也 可 ( 秆 ) 和 制定 .换言之 ,在 自身 枚 举 
中 ,主要 自身 枚 举 是 最 “着 强 的 枚 举 ( 最 难 在 它 之 下 ( 嘻 ) 逢 定 ) 

证 明 设 了 在 枚 举 4 之 下 的 编号 为 my. 既然 在 枚 举 4 之 下 
“有 具 性 质 书 吗 ?” 可 ( 趾 ) 刊 定 , 故 有 一 般 (个 ) 递 归 夯 数 v4，, 使 得 

7 有 具 性 质 书 当 且 仅 当 (ns) 一 0. 

任 党 取 一 个 自身 枚 举 B, 融 B 借助 于 9 而 化 归 为 4, 即 有 

na 一 (ns)， 故 得 
有 具 性 质 卫 当 且 仅 当 va(9 (na)) 一 0， 


8 4 中 递归 画 数 加 的 关 和 柔和 性 质 之 不 可 完全 判定 性 309 

由 于 24(2 2)) 随 wa) 而 为 牢 递 归 夯 数 或 一 般 递 归 画 数 ， 故 
知 在 校 浴 妃 之 下 ,， “有 具 性 质 了 卫星 ?” 上 也 可 (第 ) 御 定 。 定理 得 证 . 

推论 ”对 于 任 一 性 质 P 及 任意 两 个 主要 自身 榴 举 4、B, “Ff 
具 性 质 卫 吗 ?” 在 枚 举 4 之 下 可 ( 牢 ) 利 定 , 当 且 仅 当 写 在 枚 举 也 
之 下 可 ( 牢 ) 刊 定 . 

因此 ,在 主要 自身 枚 举 之 下 的 可 ( 秆 ) 制 定性 是 很 值得 研究 的 ， 

定义 ”如果 画 数 集中 每 个 面 数 / 均 具 性 质 己 , 则 说 性 质 卫 是 
该 集 图 数 所 必 有 的 ;如 果 画 数 集中 每 个 画 数 此 不 具 性 质 , 则 况 己 
是 苞 集 所 必 无 的 ， 必 有 的 与 必 无 的 性 质 都 叫做 该 和 集 的 平凡 性 质 . 
非 必 有 亦 非 必 无 的 性 质 称 为 该 集 的 非 平 凡 性 质 ， 对 于 该 集 的 任 一 
非 平 凡 性 质 古 ,在 蔽 集中 必 有 一 些 画 数 具 性 质 书 , 也 必 有 另 一 些 
男 数 不 具 性 质 也. 

定理 2 如 果 疯 数 集 4 (例如 什 递 归 画 数 策 ) 含 有 本 原画 数 、 
处 处 无 定义 的 图 数 , 叉 含有 主要 自身 枚 举 ,其 它 的 任何 一 个 非 于 凡 
性 质 三, 在 任何 一 个 主要 自身 枚 举 之 下 , 其 特征 画 数 都 不 可 能 是 
一 般 递 归 的 .换言之 ， 它 的 任何 一 个 非 平 凡 性 质 在 任何 一 个 主要 
枚 举 之 下 者 是 不 能 完全 利 定 的 ， 

证 明 兹 用 反 证 法 证 之 ， 融 有 一 个 非 平 凡 性 质 己 , 有 一 个 主 
要 自身 枚 举 4(n, w1,…, w%) ， 使 得 在 主要 自身 枚 举 4 之 下 , 谓 宙 
“4 中 的 画 数 了 具 性 质 己 吗 ?” 这 条 题 可 以 完全 逢 定 ; 亦 即 有 一 个 
一 般 递归 画 数 p(n) ， 满 足下 烈 条 件 (其 中 % 为 在 枚 举 4 之 下 f 
的 狂 号 ) : 

了 有 具 人 性质 已 当 且 仅 当 p(n) 一 0; 
了 不 具 性 质 三 当 且 仅 当 pCmy) =1. 

因为 卫 为 非 下 凡人 性 质 , 鼓 恒 可 在 4 中 找 出 一 个 丙 数 9 (%， 
…, wr)， 它 具 性 质 P 或 否 恰 与 处 处 无 定义 的 夯 数 (Ca，…，0r) 
县 性 质 了 或 和 否 的 情况 相反 (如 :如 2 上 有 具 性 质 书 , 则 9 不 具 性 质 PP; 
如 2 不 具 性 质 卫 , 则 g 具 性 质 PP)，4 中 显然 有 一 个 非 一 般 递 归 
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画 数 炎 n) ， 它 不 能 补 全 为 一 般 递 归 画 数 ( 否 划 4 中 不 可 能 有 自身 
八 举 ) , 邻 定义 一 + 十 1 元 丽 数 如 下 : 
hn, 0 Vy) = SOV IC 1 Lr). 

显然 , 它 在 画 数 集 4 中 , 且 有 

h (Ww, wi, 1 We) = 人 (ci …，2r) ， 当 由 (mw) 有 定义 时 ， 

(0 or)， 当 出 (2) 无 定义 时 ， 
由 于 4 是 主要 枚 举 , 根据 以 前 的 定理 , 应 有 一 般 递 归 画 数 9， 
4 (WW), m1 ,tr) 一 及 (01 077) 

当 % 变 化 时 有 丙种 情形 : 如 小 (nm) 有 定义 , 则 h(n, v1,…*, %r) 一 9 
故 知 9 在 4 下 的 糊 号 为 po ; 如 由 (四 无 定义 ， 则 Rn， oa 0) 
一 Ww， Wr) ， 故 这 时 ww 的 燃 号 为 p (mn) 但 须 注意 ,9 县 性 质 
PP 与 否 恰 与 ww 具 性 质 P 与 否 的 情形 相反 ,不 妨 设 9g 具 性 质 呈 而 
w 不 具 性 质 P (对 另 一 情况 可 同 法 时 论 ) ,这 时 有 

p (p(n)) = 全 当 g (mm 为 g 的 短 导 , 即 当 沙 (mw) 有 定义 时 ， 

1, 当 g (由 为 人 的 编号 , 序 当 网 (无 定义 时 ， 

因此 , plg (n)) 为 谓词 “ 汪 (w) 有 定义 ”的 特征 画 数 ,而 p(y (mw)) 又 
为 一 般 递 归 画 数 , 故 上 汕 (m) 可 补 全 为 一 般 弟 归 画 数 ， 这 与 我 们 当初 
选取 沙 (中 的 条 件 矛 盾 , 于 是 定理 得 证 . 

本 定理 的 应 用 范围 是 非常 广 的 , 因为 非 平 凡人 性 项 是 举 不 胜 举 
的 ,下 面试 列 出 一 些 : 

定理 3 任 答 一 个 秆 递归 画 数 了 (zi,…, 好) ， 则 “第 递归 画 数 
Fo 必 ) 恒 等于 5(w1,…， jr) 蚂 ?” 不 能 完全 御 定 . 

证 明 因 有 些 丙 数 恒 等 于 5(z1,…, wy)， 有些 则 否 

定理 4 任 给 一 租 值 cl …，cr， 6, 上 则 “ 秆 递归 画 数 关系 在 
(cb …，Qr) 处 的 值 为 c 吗 ?” 不 能 完全 利 定 . 

证 明 因 有 些 画 数 关 系 在 (ci，…，9r) 的 值 为 6， 有 些 画 数 关 
系 则 否 ， 例 如 Sr0 (wi,…, er) 的 值 为 6, 而 Ser10(w1，…, wr) 的 
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值 非 6. 
定理 6 任 答 一 主要 自身 枚 举 4， 旭 “在 枚 举 4 之 下 ,编号 为 
mz 与 ma 的 两 个 个 递归 画 数 是 相同 的 画 数 蚂 ?”( 本 于 题 的 参数 为 
1、”23) 不 能 完全 利 定 . 
证 明 由 定理 3 知 ,两 丙 数 相等 与 否 不 能 完全 御 定 , 故 在 任何 
主要 自身 枚 举 之 下 ， 不 可 能 对 每 一 画 数 (相等 的 看 作 一 个 画 数 ) 只 
答 一 个 颍 号 ,从 而 必 有 某 些 不 同业 号 混 是 指 同 一 辆 数 的 ， 双 有 某 些 笑 


号 是 指 不同 画 数 的 . 
此 外 的 例子 不 再 一 一 罗列 了 ， 训 者 可 以 伍 辣 作出 无 限 多 个 例 
子 来 ,从 而 可 以 看 到 定理 2 的 作用 . 


但 是 , 必须 注意 : 以 上 所 讨论 的 是 秆 递 归 函 数 集 (' 它 有 自身 要 
举 ) 的 情况 .对 一 般 递归 画 数 集训 来 ,即使 仍 利用 牛 递归 夯 数 集 的 
主要 自身 枚 举 , 基 未 必 成 立 。 例如 

定理 6 任 答 一 组 值 c，…，aw，c， 则 一 般 递 归 画 数 了 
在 (cl …，dr) 外 的 值 为 吗 ?” 是 可 以 完全 利 定 的 . 

证 明 ” 同 前 , 命 了 在 4 下 的 篇 号 为 %， 则 

Nd ao pa) ( 记 为 p(w)) 

显然 便 是 完全 箱 定 定理 中 的 大 量 则 题 的 画 数 ， 因 所 和 寻 葵 的 夯 数 是 
一 般 递 归 的 , 故 在 所 讨论 的 问题 中 , 任 答 c,， …，w，e 后 , 蔽 糯 号 
名 均 使 p(n) 有 值 ， 故 p(w) 必 为 一 般 递 归 画 数 而 该 大 量 问 题 便 可 
以 完全 和 钊 定 . 定理 得 证 . 

但 是 更 值得 注意 的 是 , 对 一 般 递 归 夯 数 , 仍然 有 下 述 的 定理 
(这 时 只 能 就 一 些 特 殊 的 性 质 来 讨论 ,不 能 一 般 地 就 “ 非 在 凡 性 质 ” 
来 讨论 )， 

定理 ? 任 烙 一 个 一 般 递归 画 数 了 (wi,，…, zy) ， 划 “一般 递归 
画 数 f(z1，…, %) 恒 等 于 5(wv1,，…, wy) 旺 ?” 不 能 完全 人 御 定 ， 

证 明 ”可 先 用 配对 夯 数 ,把 问题 化 为 一 元 曾 数 的 问题 ， 因 
Jo Wr 等 于 0(z1,，…, %) 与 否 , 企 泪 fALE™Y,., LE, L) 
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等 于 DCLK'1,…, LK, 了 与 否 而 定 . 因此 ,为 简便 起 见 , 下 面 就 
7 一 1 来 时 论 ,并 把 %(w1)”、“6(w)” 省 写 为 “f(w)”、“b(w)”. 

假定 芯 问 题 可 以 完全 和 判定 ， 寿 由 一 般 递 归 画 数 p(n) 来 御 定 ， 
朗 f(%) 恒 等 于 5(w) 当 且 仅 当 p(y) 一 0， 

取 一 个 咎 递归 但 非 一 般 递 归 的 数 集 及， 因 民 为 第 递归 , 故 必 
由 茶 个 一 般 递 归 画 数 e(n) 所 生成 , 即 有 

% 属 于 当 自 仅 当 有 加 使 elm) 一 n. 

邻 定义 9% 2) 如 下 : 


b(w) 十 i， 当 习 [eY) =n] 时 ， 

5(z)， 此外， 

因 5(%) 为 一 般 递 归 画 数 , 而 习 [e(b) 一 n] 又 为 一 般 递 归 硕 调 , 改 
知 gn, 2%) 为 一 般 递归 而 数 . 由 于 4 是 主要 枚 举 , 故 必 有 一 般 北 
归 画 数 p (nm) ,使 得 


g (n, -| 


Alg(n), 0) =—9(n, 2) . 
下 面 来 时 论 当 % 变 化 时 , 9(w) 一 入 (pl(p (nm))) 所 取 之 值 . 

如 果 双 不 属于 瑟 , 则 e 撩 =n 是 永 不 可 能 的 , 故 依 g(m, w) 的 
定义 知 gp oO) 一 2) ， 序 4 0) 一 Do) 故 知 在 枚 举 4 之 
下 ，p (中 为 82) 的 辕 号 ， 故 夯 数 p(n) 应 满足 
Pp 0 ) 一 0， 


从 而 
9( =N (plp(n))) 一 二 


换言之 ,如 % 不 属于 RE, 则 g(n) =1.， 

如 果 % 属 于 五 , 则 必 有 t, 使 得 一 n， 命 其 最 小 的 t 根 为 
如 .显然 , 当 4 之 如 时 , 习 [el 站 一 m1] 是 成 立 的 , 故 % 之 如 时， 
g mn, 2) 一 0(%) 十 于， 由 于 5w) 是 一 般 递 归 画 数 ,是 处 处 有 定义 的 ， 
故 知 z 关 加 时 g(, Z) 关 DO ， 亦 序 画 数 gm 2) 与 bc) 不 同 . 
故 4(g (nm), 2%) 天 6(w) , 即 在 枚 举 4 之 下 ， 9 中 是 异 于 0(%) 的 图 
数 的 糯 号 .， 故 画 数 pm) 应 满足 


名 4 中 递归 夯 数 天 的 关 有 柔和 性 质 之 不 可 完全 刊 定性 813 
和 Lp Go) ) =1. 
从 而 
gn) =N(p(p(n))) =0. 
换言之 ,如 % 属 于 8, 则 9(%) 一 0. 
因此 , 9(m) 便 是 数 集 BR 的 特征 画 数 . 由 于 Pp 及 9g 均 为 一 般 
递归 画 数 , 故 卫 便 是 一 般 递归 集 ， 这 与 当初 选取 五 的 条 件 相 矛 
盾 , 从 而 定理 得 证 . 
注音 : 尽管 任 一 个 一 般 递 归 画 数 在 任 一 变 元 外 之 第 可 以 完全 
利 定 ,但 两 个 一 般 递 归 画 数 相 等 与 和 否 却 不 能 完全 利 定 .如 取 
po，…，90) 为 零 画 数 , 还 可 推 得 
推论 “一 般 递 归 画 数 f 恒 等 于 0 吗 ?” 不 能 完全 利 定 . 
仿 上 面 的 讨论 , 叉 可 推 得 
定理 8 任 和 给 一 个 主要 枚 举 4, 则 “在 枚 举 4 之 下 , 辕 号 为 mi 
与 ms 的 两 个 一 般 递 归 夯 数 是 相同 的 画 数 吗 ?” 不 能 完全 利 定 . 
”定理 8 与 上 述 定理 不 同 之 处 在 于 :即使 知道 m1、 ms 是 一 般 递 
归 画 数 的 篇 号 ,仍然 无 助 于 完全 和 判定 它们 是 否 为 同一 画 数 的 看 号 . 
这 便 是 关于 应 用 递归 夯 数 来 对 递归 画 数 集 作 利 定 的 主要 精 
论 . 
此 外 , 还 可 应 用 于 形式 系统 , 可 应 用 于 数理 尘 辑 方面 , 对 此 这 
里 不 准 述 了 . 


习 题 
1. 根据 定理 2, 就 再 列举 出 一 些 不 能 完全 币 定 的 性 质 . 
2， 第 六 章 $3 中 所 提 到 的 一 些 不 可 制定 性 ,是 否 是 本 节 某 些 定理 的 特 
例 ? 


